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Vorwort  zur  ersten  bis  vierten  Anf  läge. 

Das  vorliegende  Büchlein,  welches  1905  in  erster  Auf  läge  heran»- 
gekommen  ist,  tritt  jetzt  zum  vierten  Male  an  die  Öffentlichkeit. 
Seinen  Charakter  einer  Einführung  in  die  Vektorenrechnung  hat 
es  beibehalten,  und  ich  bin  mir  stets  bewußt  geblieben,  daß  es  für 
den  Physiker  und  Techniker  geschrieben  ist.  Deshalb  habe  ich  Wert 
auf  die  Anwendungen  aus  der  Mechanik,  Hydrodynamik  und  Elek- 
trizitätslehre gelegt  und  den  mathematischen  Formeln,  wo  immer  es 
angängig  war,  eine  konkrete  Deutung  gegeben. 

Diese  Anwendungen  sollen  dem  Leser  zeigen,  daß  die  entwickelten 
Beziehungen  nicht  mathematische  Spekulationen  ohne  praktischen 
Wert,  sondern  ein  brauchbares  Handwerkszeug  sind.  Ich  habe  ge- 
glaubt, hier  nicht  zu  sparsam  sein  zu  sollen. 

In  den  früheren  Auflagen  schien  es  mir  noch  zweckmäßig,  die 
Vektorengleichungen  häufiger  für  ihre  Komponenten  hinzuschreiben, 
nicht  weil  ich  annahm,  die  Formeln  dadurch  dem  Verständnis  näher 
zu  bringen,  sondein  um  zu  zeigen,  daß  es  sich  um  bekannte  Dinge 
in  neuer  Form  handele.  Heute,  wo  die  Vektoranalysis  zum  Allgemein- 
gut des  Physikers  und  Ingenieurs  geworden  ist,  konnte  ich  früher 
analytisch  gewonnene  Resultate  vielfach  rein  vektorengeometrisch  ab- 
leiten, jedoch  habe  ich  mich  nicht  auf  die  Vermeidung  jeglichen  Ko- 
ordinatensystems versteift,  sondern  in  einem  Buch,  welches  den  An- 
wendungen gewidmet  ist,  die  Wahl  der  jeweils  bequemsten  Beweis- 
führung einer  strengen  Methodik  vorgezogen. 

La  Plata,  März  1920. 

Richard  Gans. 
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I.  Die  elementaren  Operationen  der  Vektoranalysis. 

1.  Skalare  uud  Vektoren.  Das  skalare  nnd  das  yektorielle 
Feld.  Die  geometrische  Darstellang  eines  Feldes. 

Man  unterscheidet  in  der  Physik  zwei  Größenarten,  die  wesent- 
lich voneinander  verschieden  sind:  Skalare  und  Vektoren. 

Skalare  heißen  die  Größen,  welche  bei  gegebenen  Maßein- 
heiten durch  eine  einzige  Zahl  vollständig  bestimmbar  sind,  Vek- 
toren bedürfen  zu  ihrer  vollständigen  Bestimmung  außer  der 
Angabe  ihrer  Länge  noch  der  Angabe  ihrer  Richtung  im  Räume, 
und  da  eine  Richtung  in  einem  Punkte  durch  zwei  Zahlenangaben 
festgelegt  werden  kann  (z.  B.  geographische  Länge  und  Breite 
auf  einer  Kugelfläche  um  den  fraglichen  Punkt  als  Zentrum),  so 
ist  ein  Vektor  durch  drei  Zahlenangaben  bestimmt,  während  ein 
Skalar  durch  eine  Zahlenangabe  bestimmt  ist. 

So  sind  z.  B.  Temperatur,  spezifisches  Gewicht,  Leitfähigkeit 
Skalare,  während  Verschiebung,  Geschwindigkeit,  Kraft,  elek- 
trische Feldstärke  Vektoren  sind. 

Schreibt  man  jedem  Punkte  eines  endlichen  Raumgebietes 
oder  des  unendlichen  Raumes  einen  bestimmten  Wert  einer 
quantitativ  meßbarep  physikalischen  Eigenschaft  zu,  so  daß  diese 
Größe  zur  Ortsfunktion  im  behandelten  Raumgebiete  wird,  so 
nennt  man  den  als  Träger  dieser  physikalischen  Eigenschaft  be- 
trachteten Raum  ein  Feld.  So  spricht  man  von  Temperatur- 
feldem,  elektrischen  Feldern,  Kraftfeldern  usw.  Je  nachdem  die 
im  Felde  dargestellte  Größe  eine  skalare  oder  vektorielle  ist,  heißt 
das  Feld  ein  skalares  oder  ein  vektorieUes  Feld. 

Für  die  Anschaulichkeit  ist  es  von  großer  Wichtigkeit,  Me- 
thoden zu  finden,  ein  Feld  geometrisch  darzustellen,  so  daß  man 
aus  der  Darstellung  selbst  die  wesentlichen  Eigenschaften  des 
Feldes  ersehen  kann. 

Es  sei  z.  B.  ein  skalares  Feld  gegeben.  Irgendeine  physi- 
kalische Eigenschaft  U  sei  eine  stetige  Funktion  des  Raumes. 
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Die  Stetigkeit  sei  höchstens  in  einzelnen  Punkten,  Linien  oder 
Flächen  verletzt. 

Man  gehe  von  einem  Punkte  Pq  des  Raumes  aus,  in  dem  die 
Funktion  ü  den  Wert  Uq  habe,  und  betrachte  alle  Punkte  des 
Raumes,  in  denen  ü  auch  den  Wert  Uq  hat.  Diese  Punkte  werden 
auf  einer  Fläche,  einer  sogenannten  Niveau  fläche,  liegen,  die 
entweder  geschlossen  ist  oder  bis  an  die  Grenzen  des  Feldes  sich 
erstreckt;  es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  daß  mehrere  von- 
einander ge- 
trennte Flächen 
zusammen  die 
Punkte  reprä- 
sentieren, in  de- 
nen ü=Uq  ist. 
Konstruiert 
man  mehrere 
Niveauflächen 
17—  const  für 
verschiedene 

Werte  der  Konstanten,  so  bekommt  man  bereits  ein  ziemlich  an- 
schauliches Bild  des  Feldes.  Um  die  Beschreibung  vollständig 
zu  machen,  wollen  wir  gerade  die  Flächen  konstruieren,  welche 
äquidistanten  Werten  der  Konstanten  entsprechen.  Fig.  1  gibt 
ein  Beispiel  einer  solchen  Felddarstell^ing.  Am  schnellsten  ändert 
sich  die  Größe  ü  beim  Fortschreiten  von  einer  Niveaufläche  zu 
einer  anderen,  wenn  man  sich  immer  senkrecht  zu  den  Niveau- 
flächen bewegt.  Schreitet  man  in  einer  Fläche  fort,  so  ändert 
sich  auf  diesem  Wege  ü  nicht  (nach  der  Definition  der  Niveau- 
fläche). Je  dichter  benachbarte  Flächen  an  einer  Stelle  des  Rau- 
mes einander  kommen,  um  so  schneller  ändert  sich  dort  die  durch 
den  Skalar  ü  dargestellte  Eigenschaft. 

Zwei  Niveauflächen,  die  verschiedenen  Werten  von  ü  ent- 
sprechen, können  sich  nicht  schneiden,  denn  sonst  würden  auf 
der  Schnittkurve  beide  Werte  ü  gelten,  was  unmöglich  ist,  da 
wir  es  nur  mit  eindeutigen  Eigenschaften  zu  tun  haben;  die 
Flächen  umgeben  sich  also  schalenförmig. 

Während  wir  Skalare  mit  lateinischen  Buchstaben  bezeichnen. 
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wählen  wir  für  Vektoren  deutsche  Buchstaben.  Den  absoluten 
Wert  oder  Betrag  eines  Vektors  %  bezeichnen  wir,  wie  es  in  der 
Funktionentheorie  üblich  ist,  durch  jSl!.  Einzelne  Vektoren  (im 
Gegensatz  zu  einem  Vektor/)?/«^)  stellt  man  geometrisch  durch 
eine  Strecke  dar,  deren  Richtung  mit  der  des  Vektors  zusammen- 
filllt  und  deren  Länge  der  Größe  des  Vektors  proportional  ist. 
Der  Proportionalitätsfaktor  ist  willkürlich,  muß  aber  ein  für  alle- 
mal festgelegt  werden.  Zwei  Vektoren  sind  demnach  einander 
gleich,  wenn  die  sie  darstellenden  Strecken  gleiche  Länge,  gleiche 
Richtung  und  gleichen  Sinn  haben. 

Um  ein  Vektorfeld  darzustellen,  schlagen  wir  folgendes  Ver- 
fahren ein:  Wir  gehen  von  einem  Punkte  p^  aus  und  ziehen  durch 
denselben  ein  unendlich  kleines  Stück  einer  geraden  Linie  in 
Richtung  des  Vektors  51  bis  zu  einem 
unendlich  benachbarten  Punkte  p^ 
(Fig.  2),  in  dem  wir  abermals  in  Rich- 
tung des  dort  vorhandenen  Vektors 
ein  unendlich  kleines  Stück  einer  G'e- 
raden  konstruieren.  So  erhalten  wir 
eine  im  allgemeinen  doppelt  gekrümmte  Kurve,  deren  Richtung 
überall  die  Richtung  des  Vektors  hat.  Um  sich  auch  ein  Bild 
von  der  Größe  des  Vektors  in  jedem  Punkte  zu  verschaffen,  lege 
man  in  einem  Punkte  'p  der  soeben  konstruierten  Kurve  senk- 
recht zu  derselben  ein  unendlich  kleines  Flächenelement  dG  und 
wähle  auf  jeder  Flächeneinheit  so  viele  Punkte,  wie  die  Größe 
des  Vektors  angibt.  Durch  jeden  solchen  Punkt  konstruiere  man 
in  derselben  Weise  wie  oben  eine  5(-Linie,  die  in  ihrem  Verlaufe 
der  Vektorrichtung  folgt.  So  bekommt  man  ein  System  von 
^-Linien,  welches  durch  Richtung  und  Dichte  ein  Bild  von  der 
Richtung  und  Größe  des  Vektors  gibt,  indem  die  Richtung  der 
5l-Linien  die  Richtung  des  Vektors  anzeigt,  und  die  Anzahl 
Ä-Linien,  die  auf  einer  senkrecht  zu  denselben  gelegten  (unendlich 
klein  gedachten)  Flächeneinheit  stehen,  die  Größe  des  Vektors 
ergibt. 

Es  kann  nicht  vorkommen,  daß  zwei  verschiedene  Kurven 
sich  schneiden,  da  im  Schnittpunkte  die  Richtung  nicht  mehr 
eindeutig  wäre. 
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Wir  wollen  zeigen,  daß  die  Möglichkeit  eines  Entspringens 
oder  Mündens  von  Vektorlinien  ^  nicht  von  der  Hand  gewiesen 
werden  darf. 

Im  Felde  des  Vektors  %  dessen  Linien  nach  obiger  Vorschrift 
konstruiert  worden  sind,  legen  wir  (Fig.  3)  ein  Fläch enelement 
dö^  an  irgendeinem  Ort  senkrecht  zu  der  Richtung  des  dort  vor- 
handenen Vektors  vom  Betrage  |  ^l^  |.  Wir  betrachten  das  5l-Linien- 
bündel,  das  durch  d^i  hindurchtritt  und  aus  \%^\d(f  Linien  be- 
steht, und  verfolgen  speziell  diejenigen  Linien  dieses  Bündels, 
die  auf  dem  Rande  von  dö^  senkrecht  stehen,  in  ihrem  weiteren 

Verlaufe.  Sie  werden 
eine  Röhre  bilden,  in 
deren  Innern  weitere 
Sl-Linien  sich  befinden. 
An  irgendeiner  Stelle 
*    '  ^  habe     die    Röhre     den 

Querschnitt  d6^  bekommen,  dann  werden  nach  der  Konstruktions- 
vorschrift |5(2|(^^2  ^-Linien  auf  dö^  senkrecht  stehen,  wenn 
I  ^j !  den  Betrag  des  Vektors  an  diesem  Orte  bedeutet.  Ist  nun 
I  ^  ^^%  ^  I  ^1 1  ^^u  s^  müssen  innerhalb  der  Röhre  zwischen 
den  Querschnitten  dö^  und  dö^  5I-Linien  entsprungen  oder  ge- 
mündet sein;  denn  durch  die  Mantelfläche  der  Röhre,  die  selbst 
aus  2(-Linien  besteht,  können  keine  5l-Linien  hindurchtreten,  da 
sich  sonst  Vektorlinien  schneiden  würden. 

2.  Die  Komponenteiidarstellung  eiues  Vektors. 

Wir  können  der  Vektordarstellung  ein  rechtwinkliges  Ko- 
ordinatensystem zugrunde  legen  und  den  Vektor  bestimmen  durch 
seine  rechtwinkligen  Projektionen  auf  die  Koordinatenachsen. 
Diese  Komponenten  bezeichnen  wir  durch  S(,,  H^,  ^,. 

Das  Koordinatensystem  soll  dabei  hier  wie  durchweg  als 
Rechtssystem  gewählt  werden,  d.  h.  eine  Drehung  der  -f-a;- Achse 
in  der  icy- Ebene  auf  kürzestem  W^ege  in  die  Richtung  der 
-f  y- Achse  und  eine  gleichzeitige  Vorwärtsbewegung  in  Richtung 
der  -h  £r- Achse  sollen  eine  Rechtsschraubung  darstellen,  also  der 
bekannten  Bewegung  des  Korkziehers  entsprechen;  wir  wollen 
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deshalb,  um  solche  Drehung  und  Vorwärtsbewegung  aufeinander 
zu  beziehen,  künftig  einfach  von  der  Korkzieherregel  sprechen. 

Ist  Xy  y,  e  ein  Rechtssystem,  so  ist  auch  y,  £?,  x  und  z,  x,  y 
ein  Rechtssystem;  d.  h.  zyklische  Vertauschung  der  Richtungen 
ist  gestattet;  dagegen  sind  y,  a;,  e\  <er,  y,  x  und  a:,  z^y  Linkssysteme. 

Die  Darstellung  desVektors  durch  seine  drei  Komponenten  nach 
drei  rechtwinkligen  Achsenrichtungen  hat  vor  der  Wahl  anderer 
Koordinatensysteme  den  Vorteil  der  Symmetrie,  aber  die  Rechnung 
mit  dem  Vektor  selbst,  ohne  Benutzung  irgendeiner  bestimmten 
Darstellungsweise  ist  die  natürlichste  und  darum  vorzuziehen. 

Der  absolute  Wert  des  Vektors  %  oder  der  Betrag  von  Ä 
drückt  sich  durch  die  Komponenten  folgendermaßen  aus: 

i?ii=i/aj  +  sij-hsii.  (1) 

Schon  bei  diesem  einfachen  Ausdrucke  sieht  man  der  rechten 
Seite  nicht  an,  daß  sie  vom  Koordinatensystem  unabhängig  ist, 
während  die  linke  Seite,  welche  der  Vektorschreibweise  entspricht, 
dies  sofort  dokumentiert. 

Die  Winkel,  welche  21  mit  den  Koordinatenachsen  bildet,  er- 
geben sich  aus  den  Gleichungen 

C08(a,x)  =  ;*^|,       C08(H,y)=,^',,       C08(?t,«)=?y      (2) 

Die  Komponenten  sind  als  positiv  oder  negativ  zu  rechnen, 
je  nachdem  der  Vektor  (vom  Anfang  zum  Ende  gerechnet)  mit 
der  betreffenden  Koordinatenachse  einen  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel  einschließt. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt 

I « I  -  2r,  cos  {% x)  -I-  «,  cos  (S(,y)  +  %,  cos  {Z,z),  (3) 
(1),  (2),  (3)  stellen  die  charakteristischen  Beziehungen  zwischen 
einem  Vektor  und  seinen  Komponenten  dar. 

Die  Projektion  von  %  auf  eine  beliebige  Richtung  s  nennen 
wir  die  Komponente  von  21  in  der  Richtung  s  und  bezeichnen 
sie  mit  %  Es  ist  also  2t,  =  !  21  i  cos  {%s) 
oder  nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie 
f[,=j2l  { cos(2(,a;)cos(s,a;)-f  cos(2I,y)co8(s,y)H-cos(2(,;?)cos(5,;?) ), 
und  das  ist  nach  (2)  in  rechtwinkligen  Komponenten 

21,  =-  2(,  cos  (5,  x)  +  2ly  cos  (5,  y)  +  21,  cos  (5,  z).  (4) 
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3.  Die  Addition  Yon  Vektoren. 

Unter  der  Summe  (5  zweier  Vektoren  51  und  93 

(^  =  ?l  +  «  (1) 

wollen  wir  die  geometrische  Summe  verstehen,   d.  h.  man 
denke  sich  den  Vektor  93  parallel  mit  sich  selbst  verschoben,  bis 

sein  Anfangspunkt  mit  dem 
Endpunkte  von  ^  zusammen- 
fällt; die  Verbindungslinie  des 
Anfangs  von  %  mit  dem  Ende 
von  93  repräsentiert  nach  Größe 
und  Richtung  die  Summe  ® 
(Fig.  4). 

Es  gilt  fürVektorenaddition  das  kommutativeGesetz 

93 +  51  =  §1  +  93,  (2) 

wie  sich  sofort  aus  der  obigen  Additionsdefinition  ergibt.  WoUen 

wir  zu  ©  =  51  -|-  93  noch  den  Vektor  S)  addieren,  so  ist  dieselbe 

Konstruktion  anzuwenden  (Fig.  4);  es  ergibt  sich 

(g  =  S  +  ^  ==  (31  +  93)  +  ® .  (3) 

Auch  hier  darf  man  die  Reihenfolge  der  Additionen  beliebig 
vertauschen,  es  gilt  auch  das  assoziative  Gesetz 

(51  +  93)  +  SD  =  51  +  (93  -f  2))  =  31  +  93  +  ^ .  (4) 
Die  Summe  beliebig  vieler  Vektoren  erhält  man  also  durch 
Parallelverschiebung  derselben,  so  daß  alle  einen  zusammen- 
hängenden Linienzug  bilden.  Die  Verbindungslinie  des  Anfangs- 
punktes des  ersten  Vektors  mit  dem  Endpunkt  des  letzten  stellt 
die  Summe  der  betrachteten  Vektoren  dar. 

Unter  der  Differenz  51  —  33  zweier  Vek- 
toren 51  und  93  verstehen  wir  denjenigen  Vek- 
tor S,  der  die  Eigenschaft  hat,  daß  (Fig.  5) 

©  +  ^  =  51 .  (5) 

Es  sei  ß  gefunden,  so  konstruieren  wir  5( 
aus  93  und  (5  nach  der  Additionsvorschrift  ge- 
mäß Gleichung  (5)  (Fig.  5).  Aus  der  Figur  ersehen  wir,  daß  ® 
sich  aus  31  und  93  ergibt,  indem  man  die  Richtung  von  93  um- 
kehrt und  den  so  aus  93  erhaltenen  Vektor  zu  51  addiert.  Wir 


Fig   5. 
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nennen  den  durch  Richtungsumkehrung  aus  39  erhaltenen  Vektor 
—  33,  dann  können  wir  sagen: 

Die  Differenz  Ä  —  33  ergibt  sich  durch  geometrische 
Addition  von  H  und  —  S8. 

So  ist  die  Subtraktion  auf  die  Addition  zurückgeführt,  und 
wir  können  ganz  allgemein  Vektoren  addieren  (bzw.  subtra- 
hieren), indem  wir  einen  Linienzug  durch  Parallel  Verschiebung 
konstruieren,  bei  dem  sich  der  Anfang  (bzw.  das  Ende)  jedes 
folgenden  Vektors  an  den  zuletzt  erhaltenen  Punkt  des  Linien- 
zugs anreiht. 

Dieser  Linienzug  wird  im  allgemeinen  nicht  eben  sein.  Ist 
der  Linienzug  geschlossen,  so  ist  die  Summe  der  Vektoren  0. 

In  Fig.  6  a  sind  dieVek-  jq 
toren  %  29,  (5,  ^  gegeben. 
Fig.  6  b    stellt    die   Summe 
ig  =  2(4-S5-e4-®    dar. 
^^^^  Da    bei    einer    Parallel- 
verschiebung sich  die  Kom- 
ponenten eines  Vektors  nach 
einem    rechtwinkligen    Ko- 
ordinatensystem  nicht  ver- 
ändern, so  ergeben  sich  die 
Komponenten    der    Summe 
mehrerer  Vektoren  als  Summe  der  entsprechenden  Komponenten 
der  Summanden,  also  hat  Sl-f-33  —  S-f^  die  Komponenten 
51.  4-  39,  -  e,  +  5)„  §1^  +  39,  -  ©,  +  ^^,  2t,  -f  39,  -  e,  +  ^,. 

Addieren  wir  einen  Vektor  ^  zu  sich  selbst,  so  nennen  wir 
das  Resultat  ^2%  dies  ist  ein  Vektor  von  der  Richtung  von  %  und 
von  doppelter  Größe,  wie  sich  aus  der  Additionsdefinition  ergibt. 

Das  läßt  sich  verallgemeinern,  und  es  folgt: 

Ist  m  ein  Skalar,  ^  ein  Vektor,  so  ist  m'Ü  ein  Vektor  von 
derselben  bzw.  entgegengesetzten  Richtung  wie  21,  je  nachdem 
m  ^  0,  und  mfacher  Größe. 

Ist  Ä  ein  Vektor,  der  in  einem  Raum  S  als  Funktion  des  Ortes 
gegeben  ist,  und  bedeutet  dS  ein  Volumelement  des  Raumes,  d.  h. 
einen  Skalar,  so  ist  also  ^dS  ein  Vektor  von  der  Richtung  des 
Vektors  ^^l  und  einem  Betrage,  der  dSrnsl  so  groß  ist  wie  21. 


Fig.  6  a 
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Summieren  wir  über  den  ganzen  Raum  S,  so  entsteht  j^idS. 

s 
Das  Integral  bedeutet  eine  Ve  k  t  o  r  a  d  d  i  t  i  o  n  der  unendlich  kleinen 

Vektoren  '^dS  und  stellt  demnach  selbst  einen  Vektor  dar. 

Ist  z.B.  21  die  Kraft  auf  die  Volumeinheit,  so  ist  /  ^dS  die 
Gesamtkraft  auf  den  Körper  vom  Volumen  S.  ^ 

Die  Vektoraddition  wendet  man  z.  B.  in  der  Mechanik  auf  die 
Zusammensetzung  von  Kräften  an.  Die  Resultante  entspricht  der 
Summe  (Parallelogramm  der  Kräfte). 

Sätze:  1,  Wenn  zwischen  zwei  Vektoren  §1  und  33  eine  Glei 
chung  der  Form  a^  +  633  =  0  (6) 

existiert,  wo  a  und  b  Skalare  sind,  so  haben  die  Vektoren  die 
gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtung,  je  nachdem     ^0  ist. 

Beweis:  Aus  (6)  folgt      $1  =  -  A  S3,  (7) 

woraus  sich  die  Behauptung  ergibt. 

2.  Von  diesem  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung:  Haben  51  und 
83  gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtung,  so  besteht  zwischen 
ihnen  eine  Beziehung  von  der  Form  (6),  wie  leicht  zu  beweisen  ist. 

Satz  1  läßt  sich  folgendermaßen  durch  die  Komponenten- 
darstellung beweisen.  (6)  ist  gleichbedeutend  mit 

«51^+^33^=0  (6') 

«51, +  633.=  0, 
woraus  ^'  =  m"  =  ä^  oder  mit  Hilfe  von  §  2  (2) 

yOjg        Vy        x5^  ^    ' 

cos  (21,  x)  _  cos  (3t,  y)  __  008(21,2;)        .  .^v 

(008  93,0;)  "~  cos^^gi^  "~  cösl»^  °"  ^^ 

folgt.  Da  aber  die  Summe  der  Kosinus-Quadrate  gleich  1  ist,  so 
ergibt  sich  A  =-=  +  1,  d.  h. 

cos  (51,  a;)  =  ±  cos  (33,  x) ;    cos  (^,  y)  =  ±  cos  (33,  y); 
cos(5l,;?)=-±cos(33,;ef). 

3,  Drei  Vektoren  ^,  33,  S  liegen  in  einer  Ebene,  wenn  sieh 
drei  Zahlen  a,  6,  c  so  bestimmen  lassen,  daß 

a5(  +  633  +  c©  =  0;  (9) 

denn  dann  ist  (J  « _  -f. « -  ^  33.  (10) 
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Nun  sind  aber  —      fl  und  —  —  SB  Vektoren,  die  dieselbe  oder 

C  C  ' 

entgegengesetzte  Richtung  wie  Sl  bzw.  33  haben,  ihre  Summe  (£ 
liegt  nach  der  Additionskonstruktion  in  der  durch  Ä  und  35  be- 
stimmten Ebene. 

Schreibt  man  (9)  in  rechtwinkligen  Komponenten,  so  folgt 


;«- 

»X 

e,; 

«, 

», 

®.l 

a. 

». 

®.! 

0. 


(11) 


4r.  Geometrisch  läßt  sich  leicht  einsehen,  daß  von  3  auch  die 
Umkehrung  gilt,  d.  h.  daß  immer  eine  Gleichung  der  Form  (9) 
existiert,  wenn  tl,  33,  ®  in  einer  Ebene  liegen. 

Denn  zeichnet  man  den  Linienzug  der  Vektoren  §1,  33,  ®,  wie 
es  in  Fig.  7  durch  OPQR  dargestellt  ist,  und 
konstruiert  0S\\  QB,  so  hat  der  Vektor  PS 
die  Richtung  von  33,  ist  also  gleich  -  33,  wenn 


wir 


PS 


„^  —      setzen.   Ebenso  irilt  50  =  - S, 
FQ       a  ^  a     ' 

wenn  qj^=       gesetzt  ist.    Da  aber  OPSO  ^ 

ein  geschlossener  Linienzug  ist,  so  haben  wir 


0P+  PS  +  SO 


a         '    a 


Flg.  7. 

0. 


5.  Sind  51,  33,  S,  (5  beliebige  von  Null  verschiedene  Vektoren, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  existiert  immer  eine  Glei- 
chung  der  Form     „gi  +  6»  +  cE  +  e®  -  0,  (12) 

d.  h.  jeder  Vektor  läßt  sich  linear  und  homogen  durch  drei  andere 
ausdrücken.  Um  das  zu  beweisen,  können  wir  (12)  durch  e  divi- 
dieren und  erhalten 

"  a+  y33  +  ~e  +  ®=»0.      (m 

C  C  C  *^ 

Wir  zeichnen  in  Fig.  8  durch  den 
Anfangs-  und  Endpunkt  des  Vektors  @ 
Gei-ade,  die  den  Vektoren  S  und  21  bzw. 
parallel  sind,  und  die  wir  einfach  durch    0 
ß  und  §1  bezeichnen.    Natürlich  liegen 
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diese  drei  Geraden  im  allj^emeinen  nicht  in  einer  Ebene.  Von 
einem  beliebigen  Punkte  P  der  Geraden  ?(  aus  ziehen  wir  eine 
Gerade  ^,  die  dem  Vektor  ^  parallel  ist,  und  konstruieren  die 
Ebene,  welche  die  Geraden»?!  und  33  enthält.  Diese  werde  von 
(S  in  Q  geschnitten.  Schließlich  ziehen  wir  durch  Q  die  Parallele 
zu  33,  die  ^  in  i?  schneidet.  So  haben  wir  einen  geschlossenen 
Linienzug  ORQSO  erhalten,  dessen  eine  Seite  SO  der  Vektor 
@  ist,  während  die  anderen  OR,  RQ,  QS  den  Vektoren  21,  33,  ® 
bzw.  parallel  sind,  so  daß  Gleichung  [12')  gelten  muß. 

Wenn  drei  Vektoren,  etwa  S(,  isÖ,  S,  in  einer  Ebene  liegen, 

so  liegt  auch  —^-\ 33H ©in  dieser  Ebene,  gleichgültig, 

welche  Werte  — ,  — ,  —  haben,  also  kann  dieser  Vektor  nicht 

gleich  —  @  sein,  da  (S  der  Voraussetzung  nach  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen  soll. 

Dasselbe  kann  man  auch  analytisch  einsehen.  Denkt  man 
sich  31,  33  und  ©  gegeben,  so  kann  man  @  durch  die  drei  Ver- 
hältnisse a/e,  h/ßj  c/e  ausdrücken,  da  (S  wie  jeder  Vektor  durch 
drei  Bestimmungsstücke  bestimmt  ist.  Schreibt  man  z.  B.  (12') 
in  rechtwinkligen  Komponenten,  so  erhält  man  drei  nicht  homo- 
gene, lineare  Gleichungen,  die  zur  Bestimmung  von  a/e,  b/e,  c/e 
dienen,  wenn  die  Determinante  (11)  nicht  verschwindet,  d.  L. 
wenn  21,  33,  d  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

Differentiation   eines   Vektors.    Ist   21   Funktion  eines 

d% 
ekalaren  Parameters  t  (z.  B.   der  Zeit),  so  bedeutet  -^  einen 

Vektor,  der  definiert  ist  durch 

^^li^Mi^ziM.  (13) 

Dabei  haben  im  allgemeinen  ^(t-\-h)  und  ?[(^)  nicht  die- 
selbe Richtung;  in  (13)  kommt  ihre  vek- 
torielle  Differenz  vor. 

Krümmung    einer    Raumkurve: 

Wir  wollen  den  Radiusvektor  von  einem 

beliebigen  festen  Punkte  0  nach  einem 

Punkte   P   einer   Raumkurve  r    nennen 

i^g.  8.  (Fig.  9).    Dieser  Punkt  der  Raumkurve 
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sei  durch  die  Bogenlänge  s  von  einem  festen  Punkte  der  Kurve 
aus  charakterisiert. 

Gehen  wir  auf  der  Kurve  um  ds  vorwärts,  so  kommen  wir 
zu  einem  Punkte  P\  und  es  sei  OP'  =  r  -f-  ^t.  Dann  ist  PP'  —  dx, 
und  es  ist  dt       ,  .... 

ein  Vektor,  der  die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  P  hat, 
und  da  I  rfr  |  =  ds  ist,  so  ist  -^  —  |  tj  |  —  1,  d.  h.  der  Vektor  t^ 
hat  den  Betrag  Eins,  er  ist  ein  sogenannter  Einheitsvektor. 
Aus  (14)  folgt:  ^.  =  ^-  (15) 

Dieser  Vektor  liegt  in  der  Ebene  zweier  aufeinander  folgender 
Tangentenrichtungen  t^  und  t^  -\-  dt^,  also  in  der  Schmiegungs- 
ebene  der  Kurve,  und  da  tj !  =  !  tj  -f  c^tj  |  =  1  ist,  so  unterschei- 
den sich  tj  und  ii  -\-  dt^  nicht  dem  Betrage,  sondern  nur  der 
Richtung  nach,  d.  h.  ^t^  steht  senkrecht  zu  tj  und  weist  nach 
dem  Krümraungsmittelpunkt  der  Kurve  hin.    Verschieben  wir 

den  Anfangspunkt  von  t^  -f  rftj  in  den  von  tj,  so  ^ .  ^ 

erkennen  wir  (Fig.  10),  daß  "^^^^t 

\dt,\='\i,\dg>=^d<p  (16) 

ist,  wenn  d(p  den  Kontin genzwinkel  zweier  benachbarter  Tan- 
genten oder  Hauptnormalen  bedeutet.  Nennen  wir  den  Krüm- 
mungsradius der  Kurve  Rj  so  ist 

(17)      't^=^  =  i   -d    '^''%-%      d«) 

wo  9^1  einen  Einheitsvektor  bedeutet,  der  vom  Kurvenpunkt  nach 
dem  Krümmimgsmittelpunkt  weist. 

Geschwindigkeit  und  Beschleunigung:  Betrachten  wir 
die  Bogenlänge  s  als  Funktion  der  Zeit  tj  so  wird  die  Geschwindig- 
keit ü,  mit  der  sich  ein  Punkt  auf  der  Kurve  bewegt. 


»-v,r 

(19) 

Die  Beschleunigung  ist      ^^  -  ^^  (^^)  +  t,  ^^, 

(20) 

oder  wegen  (18)        ^^»  -  ^  |  » ;«+ t,g. 

(21) 

Oaat.Vtktonnaljcis.  4.  Aufl. 

8 

12  !•  I^i®  elementaren  Operationen  der  Vektoranalysis 

Der  Beschleunigungsvektor  setzt  sich  also  geometrisch  aus  zwei 
Summanden  zusammen,  von  denen  der  erste  (Normalbeschleuni- 
gung) die  Richtung  nach  dem  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn 

und  den  Betrag  ^  (~j  ,  der  zweite  (Tangentialbeschleunigung) 

die  Richtung  der  Bahn  und  einen  Betrag  hat,  der  gleich  der  Zu- 
nahme des  Betrages  der  Geschwindigkeit  in  der  Zeiteinheit  ist. 
Man  erkennt  also  aus  (21),  daß  auch  eine  Beschleunigung 

vorhanden  ist,  wenn  i  ö  i  «»  , .  konstant,  also  jrf  =  0    ist   und    D 

nur  seine  Richtung  ändert. 

4.  Das  Skalare  Produkt. 

Unter  dem  skalaren  Produkt  zweier  Vektoren  §1  und  95  ver- 
stehen wir  einen  Skalar  von  der  Größe  des  Produkts  der  ab- 
soluten Werte,  multipliziert  mit  dem  Kosinus  des  eingeschlos- 
senen Winkels,  also  \%\  •  93 j  cos (31, 93).  Wir  schreiben  dasselbe 
einfach  (§1,  93),  so  daß  wir  haben 

(5l,93)  =  !^|-|^|co8(^,93).  (1) 

Aus  dieser  Definition,  in  der  von  keinem  Koordinatensystem 
die  Rede  ist,  sondern  nur  von  der  Größe  zweier  Vektoren  und 
ihrer  gegenseitigen  Lage,  erhellt  sofort,  daß  das  skalare  Produkt 
zweier  Vektoren  vom  Koordinatensystem  unabhängig  ist. 

Es  ist  laut  Definition 
(«)•)  (?l,»)  =  (Sß,?l),  (2) 

d.  h.  es  gilt  das  kommutative  Gesetz. 

Das  skalare  Produkt  zweier  Vektoren  H  und  93  ist  Null 

wenn  entweder  21  =  0  oder  ö  =  0  oder  ^  _L  93. 

Das  skalare  Produkt  eines  Vektors  Sl  mit  sich  selbst  hat  laut 
Definition  den  Wert         (^  Wi  ^  \^\^  (4) 

Wir  werden  für  diesen  Ausdruck  einfacher  H*  schreiben, 
da  hier  keine  Verwechselung  möglich  ist;  auch  werden  wir  die 

1)  Die  eingeklammerten  Buchstaben  vor  den  Formeln  beziehen  sich 
auf  die  Formeltabelle  am  Ende  des  Buches. 


4.  Das  skalare  Produkt  J3 

Klammern  um  das  skalare  Produkt  fortlassen,  wenn  sie  unnötig 
erscheinen. 

Wir  wollen  das  skalare  Produkt  der  Vektoren  %  und  33  durch 
die  rechtwinkligen  Komponenten  der  Vektoren  ausdrücken. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  H  und  33  parallel  mit  sich 
selbst  in  den  Koordinatenursprung  0  verlegt, 
dann  geben  die  Komponenten  nach  den  Achsen 
die    entsprechenden    Koordinaten    der    End- 
punkte der  Vektoren  an. 

Nach  dem  Kosinus-Satz  ist  (Fig.  11) 

$l|8  4- 1  33  «  -  2 1 5(   •  I  ^:8  '  cos(«,  33)  =  '  «p 
oder  nach  (1)      2(0, «)  ==    Sli«  +  |  33  |*  -  |  ©  i*. 
Nun  ist  aber,  wie  aus  Fig.  II  ersichtlich, 

©  =  ^  -  33;  (6) 

also  ist  2  (5(,  33)  =  I  31  ,^  +  I  33  |2-    "gt-  33  f.  (7) 

Nach  §  2  (1)  ist  aber 

Sl*-=SlJ-f-5IH^f;  331^  =  33|-f33;  +  33f 

51  -  ^^  ^  =  (^,  -  33 J' +  (21,  -  33,)^  +  (5(.  -  33.)l 
Setzt  man  diese  Werte  in  (7)  ein,  so  folgt 

(a,»)  =  a,s3,  + stA +  «,»,.  (8) 

Dies  ist  die  Darstellung  des  skalaren  Produkts  durch  die 
Komponenten.  Die  linke  Seite  ergibt  infolge  ihrer  Bedeutung 
die  Unabhängigkeit  vom  Koordinatensystem,  während  dies  für 
die  rechte  Seite  erst  erwiesen  werden  müßte. 

Daß  die  Formel 
(b)  (§t,33-fe)  =  (2l,33)  +  (§r,(5)  (9) 

gilt,  läßt  sich  folgendermaßen  einsehen.  Da  |  33  |  •  cos  {%  33)  ==  33^ 
die  Projektion  von  33  auf  .die  Richtung  von  %  ist,  so  ist  (21,33) 
=  I Ä  1 .  33j,  gleich  dem  absoluten  Betrage  von  51  mal  der  Kom- 
ponente von  S  in  Richtung  von  21,  also  schreibt  sich  die  rechte 
Seite  von  (9)  auch 

lai  •»„  +  !«  .  6.  =  |St|(93„  +  ©J  =«:(»  +  (£),., 
und  das  ist  gleich  {%  S3  +  <&). 
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Diese  Gleichung  folgt  natürlich  auch  sofort  analytisch  aus  (8). 
Ebenfalls  ist 

(St  +  33, e  +  2))  =  (Sr,  S)  +  («, 6)  +  (2t,  D)  +  (S, D),    (10) 

d.  d.    bei    der    skalaren    Multiplikation    gilt    das    dis- 
tributive Gesetz. 

Sind  §1  und  33  Funktionen  eines  Parameters  f,  so  ist 

(i)  •^A(8t,s8)  =  (?t,^)  +  (f,9).  (11) 

Der  Beweis  von  (11)  ergibt  sich  z.  B.  aus  der  Komponenten- 
darstellung, ist  aber  auch  unabhängig  davon  aus  der  Definition 
des  Differentialquotienten  (§  3  (13))  zu  führen. 

Bezeichnet  d^  die  unendlich  kleine  Verschiebung,  welche  ein 
Massenpunkt  erleidet,  an  dem  die  Kraft  f  angreift,  so  ist 

d'Ä  —  (f,  ^^)     die  geleistete  Arbeit. 

5.  Das  Tektorprodukt. 

Unter  dem  Vektorprodukt  ß  zweier  Vektoren  §1  und  33  ver- 
stehen wir  einen  Vektor,  dessen  Größe  gleich  dem  Parallelo- 
gramm aus  den  beiden  Vektoren  ist;  die  Richtung  von  ®  ist 
senkrecht  zur  Ebene  des  Parallelogramms  und  zwar  so,  daß  eine 
Drehung  von  S(  nach  33  auf  kürzestem  Wege  und  eine  Vorwärts- 
bewegung in  Richtung  von  (5  eine  Rechtsschraubung  ergibt.  Auch 
hier  ist  also  die  Korkzieherregel  anzuwenden;  21,  33,  S  bilden  ein 
Rechtssystem. 

Wir  bezeichnen  das  Vektorprodukt  durch  eckige  Klammern, 

^^^  ©»[^,  ^].  (1) 

Der  Betrag  von  [%,  33]  ist  der  Parallelogramminhalt,  also 

|[5l,33J|  =  121:.  |33;  sin  (21,33).  (2) 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  sofort 

[2t,St]=0,  (S) 

da  hier  der  eingeschlossene  Winkel  NuU  ist.   Umgekehrt  folgt 
*^  .  L^,^]  =  0, 

daß  entweder  2t  -  0  oder  33  =  0  oder  2111^  ist. 
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Aus  der  Definition  ergibt  eich 

(c)  [^,33] [«,?!],  (4) 

denn  bei  der  Vertauscbung  von  %  und  93  ergibt  die  Korkzieher- 
regel die  entgegengesetzte  Richtung.  (Eine  Drehung  von  93  nach 
K  und  eine  Vorwärtsbewegung  entsprechend  der  Rech tsschraubung 
ergibt  eine  gerade  entgegengesetzte  Richtung  wie  eine  Drehung 
von  %  nach  93  und  Vorwärtsbewegung  im  Sinne  der  Rechts- 
flchraubung.) 

Für  die  vektorielle  Multiplikation  gilt  also  das 
kommutative  Gesetz  nicht. 

Aus  (4)  würde  sich  auch  (3)  ergeben,  denn  setzen  wir  in  (4) 
93  -  St,  so  ist 
(e)  [Sl,2l]=-[5r,Sl]  =  0.  (3') 

Wir  woUen  die  Komponenten  von  [^,  93]  in  einem  recht- 
winkligen Achsenkreuz  berechnen;  wir  bezeichnen  dieselben  durch 

[9l,8L  [%«].,  Ä«L- 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Vektoren  51  und  93 
parallel  mit  sich  selbst  in  den  Anfangspunkt  des  Koordinaten- 
systems verschoben.  Der  doppelte  Inhalt  des  aus  den  Vektoren 
21  und  93  gebildeten  Dreiecks  ist  dann  |  51  |  .  |  93  |  sin  (51,  93). 
Nennen  wir  die  Fläche  des  Parallelogramms  f,  die  ihrer  Pro- 
jektionen auf  die  yZj  isx,  xy  Ebene  bzw.  f^;,  fy,  f„  so  ergibt  der 
verallgemeinerte  Pythagoras: 

f  =  ß  +  f;  +  f!-  (5) 

Femer  ist 

fx=-fcos(n,a:);     f^  =  f  cos  (w,  y) ;     f,  =  f  cos  (n,  ^),         (6) 
wo  n  die  positive  Normale  (im  Sinne  der  Korkzieherregel)  auf 
dem  Parallelogramm  aus  51  und  93  bedeutet. 
Aus  (5)  und  (6)  folgt 

f  =  f^  cos  (n,  x)  +  ij  cos  (w,  y)  +  f ,  cos  (»,  z),  (7) 

d.  h.  fassen  wir  f  als  Vektor  auf  in  Richtung  von  n,  so  sind 
fxt  fy>  f*  sßine  Komponenten.  Die  Projektion  des  Parallelogramms 
[51, 93]  auf  dfe  yz  Ebene  ist  der  Größe  nach  die  x  Komponente 
von  [%  93].  Fig.  12  stelle  die  Projektion  des  aus  51  und  93  ge- 
bildeten Dreiecks  auf  die  yz  Ebene  dar.  P  hat  die  Koordinater 
%,j,  5t.,  Q  hat  die  Koordinaten  93^,  93,. 
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(8) 


Nun  ist    2AOPÖ  =  2AOgÖ-f-2  Trapez  gpPe-2A0pP, 
also  gleich       93^»,  -j-  (5t,  +  S.)  (5(^  -  93^)  -  21^ «, . 
Die  Ausrechnung  ergibt 

ebenso  ist  [%  B\  =  91,33^  -  SI,S5., 

Aus  diesen  Werten  für  die  Komponenten  folgt  das  distri- 
butive Gesetz 

(d)  [«,as  +  e]-[st,s5]  +  [3t,e],  (9) 

[«  +  S8,  6  +  ®]  ^  [2t,  e]  +  [SB,  S]  +  [21, 3)]  +  [SS,  ®].  (10) 

Der  geometrische  Beweis  der  Formel  (9)  läßt  sich  folgender- 
maßen führen. 
^,^'''''"/  Die  Pi-ojektion 


Fig.  1». 


des  aus  den  Vek- 
toren %  und  35 
gebildeten  Par- 
allelogramms 
(Fig.  13)  auf 
eine  beliebige 
Ebene  mit  der 

Normalen  n 
hat    den  Wert 
[Sr,  93],.  Ebenso 

hat  die  Projektion  des  aus  51  und  ß  gebildeten  Parallelograinius 
auf  diese  Ebene  den  Wert  [21,  ©]„.  Die  Summe  dieser  Projektionen 

ist  aber  gleich  der  Projektion  des 
aus  %  und  %  gebildeten  Parallelo- 
gramms auf  dieselbe  Ebene,  d.  h. 

[^,»L  +  [%eL  =  [2(,SDL. 

Da  aber  ^  -  93  -f  ©  und  n 
eine  willkürliche  Richtung  im 
Räume  ist,  so  ergibt  sich  die 
Gleichung  (9). 


Vig.  IS. 
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Sind  ^  und  ^  Funktionen  eines  Parameters  t,  z.  B.  der  Zeit, 
so  ist 

(k)  d'[«'»]-[w'»]  +  [«'S-  (11) 

Hier  ist  das  Innehalten  der  ursprünglichen  Reihenfolge  der 
Vektoren  zu  beachten. 

Der  Beweis  ergibt  sich  aus  der  Koraponentendarstellung  (8), 
ist  aber  auch  unabhängig  davon  aus  der  Definition  des  Differen- 
tialquotienten zu  führen  (§  3  (13)). 

Das  Drehmoment  einer  Kraft.  Ein  Körper 
sei  um  den  Punkt  O  drehbar  (Fig.  14).  Im  Punkte  P 
desselben  greife  eine  Kraft  f  an ,  dann  ist  das  Dreh- 
moment 9i  von  f  um  0  durch  folgende  Bestimmungen 
gegeben.  Die  Drehachse  steht  senkrecht  auf  der  aus 
X  =  OF  und  f  gebildeten  Ebene;  seine  Grüße  ist  ge- 
geben durch  das  Produkt  aus  i  f  i  mit  dem  Abstand  0  Q 
des  Punktes  0  von  f.  Wir  können  den  Abstand  r  des 
Kraftangriffspunktes  P  vom  Drehpunkt  0  als  Vektor 
auffassen,  dessen  Richtung  und  Größe  durch  OP  be- 
stimmt ist.  Nun  ist  aber 
0Q=^   r   sin(r,  f),  also  ist  9^1   =  |r  |  •  |f  |  sin  (r,  f). 

Fassen  wir  das  Drehmoment  als  Vektor  auf,  dessen  Betrag 
die  Größe  des  Drehmoments  imd  dessen  Richtung  die  Richtung 
der  Drechachse  ist,  so  ist       m  ^  r„  ri  /^  o\ 

Wir  haben  also  die  positive  Richtung  von  ^  so  gewählt,  daß 
die  durch  ^  bewirkte  Drehung  um  die  durch  0  gehende  Dreh- 
achse und  ein  Vorwärtsgehen  in  Richtung  von  SSI  eine  Rechts- 
schraubung  ist. 

Nehmen  wir  0  zum  Anfangspunkt  eines  Koordinatensystems, 
und  bezeichnen  wir  die  Koordinaten  von  P  mit  Xj  y,  0,  so 
drücken  sich  die  Komponenten  von  ^  in  der  bekannten  Weise 
ans  (nach  (8))  5»,  =  yf.  - -ff„ 

%-0l-xl,  (13) 

Das  zweite  Keplersche  Gesetz:  Wirkt  auf  einen  Massen- 
punkt m  eine  nach  einem  festen  Zentrum  0  gerichtete  Kraft  f, 
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80  ist  die  vom  Radiusvektor  (Verbindungslinie  von  0  nach  m) 
in  der  Zeiteinheit  überstrichene  Fläche  konstant  nach  Größe  und 
Stellung. 

Beweis:  Die  Newtonschen  Bewegungsgleichungen  lauten: 

'»^  =  f-  (14) 

Neunen  wir  den  Radiusvektor  von  0  nach  m  r,  so  drücken 
wir  aus,  daß  f  Zentralkraft  ist,  also  in  die  Richtung  von  r  fällt, 
durch  die  Gleichung  f  =  TT  •  r  (l^^ 

wo  K  eine  skalare  Funktion  ist. 
Nun  ergibt  sich  aus  Fig.  9  S.  10 

h      i-f  <^t  — r  ^  dt         ^_^  /1ß^ 

"  "        dt  dV        dt  '     dt*  '  ^^^' 

d*t 
also  ist  wegen  (14)  m  -j^,  =  JT  •  r.  (17) 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  vektoriell  mit  r,  so  ergibt 
sich  mit  Benutzung  von  (e)  rechts 

[t,a  =  0.  (18) 

Nun  ist  wegen  (.)j',[r,l;]-[r,^]  +  K,a 
also  wegen  (e)  l[r,PM','^]-  /        "(19) 

Wegen  (18)  ist  also    ^-.[r^tJ-O,  (20) 

d-h.  l[x,p;\^Konst  (21) 

Der  Radiusvektor  überstreicht  aber  in  der  Zeit  dt  die  Fläche 

^  I  [r,  r  +  rfr]  I  -  1 1  [r,  dx]  |  (wegen  (e)). 

(21)  sagt  also  aus,  daß  die  in  der  Zeiteinheit  überstrichene 
Fläche  konstant  ist  nach  Größe  und  Stellung. 

Bemerkung:  Manche  Schriftsteller  benutzen  anstatt  [51,  33] 
die  Bezeichnung  $1  x:  33. 
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6.  Einige  Beziehungen  zwischen  skalaren  und  Tektoriellen 

Produkten. 

1.  Wir  wollen  die  Bedeutung  von  {%  [^,S])  zu  ermitteln 
suchen : 

i  [^,  ß] ,  ist  der  Inhalt  des  Parallelogramms,  welches  aus  den 
Vektoren  iö  und  ß  gebildet  wird.    Da  nun 

(«,^)  =  l«!-|3)|cos(?r,^) 

aufgefaßt  werden  kann  als  Produkt  aus  |  ^  |  und  der  Projektion 
von  Ä  in  der  Richtung  von  ^,  so  ist  (Sl,  [33,  S])  das  Produkt 
aus  dem  Parallelogramm  !  [58,  6]  ]  und  der  Projektion  von  "ä  in 
die  Richtung  von  [53,  ©1,  d.  h.  senk- 
recht zur  Ebene  der  Vektoren  33  und  S 
(Fig.  15).  Dieses  Produkt  bedeutet  aber  ^  ,^ 
das  Volumen  des  Parallelepipeds  aus  den 
Seiten  5(,  23,  ®;  denn  die  Projektion  von 
?(  in  Richtung  der  Senkrechten  auf  der 
Ebene  von  23  und  (5  ist  die  Höhe  des 
Parallelepipeds. 

Der  Inhalt  ist  als  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  je  nach- 
dem 51  mit  [23,  S]  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  ein- 
schließt. Der  Inhalt  ist  positiv,  wenn  23,  S,  51  oder,  was  das- 
selbe ist,  51,  23,  S  ein  Rechtssystem  bilden. 

Wir  haben  in  dem  Parallelepiped  das  aus  23  und  ©  gebildete 
Parallelogramm  als  Grundfläche,  die  Projektion  von  §1  als  Höhe 
genommen;  gerade  so  gut  können  wir  aber  auch  irgend  zwei 
andere  der  Vektoren  zum  Grundflächenparallelogramm  nehmen 
und  den  dritten  zur  Projektion  auf  die  Höhenrichtung.  Wir  haben 
aber  diibei  darauf  zu  achten,  daß,  wenn  23,  S,  51  ein  Rechts- 
system war,  die  Vektoren  in  der  Reihenfolge  gewählt  werden, 
daß  sie  ein  Rechtssystem  sind.  Wie  man  sich  aus  der, Figur 
leicht  überzeugt,  ist  das  der  Fall,  wenn  die  Vektoren  zyklisch 
vertauscht  werden.    Also  ist 

(f)  (a,[S,(£l)  =  (33,  [6,  «])  =  ((£,[«,  33]),  (1) 

aber  es  ist  (21,  [33,  ß])  =  -  (33,  [«,  5]).  (2) 
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0 


(4) 


Aus  (1)  ergibt  sich  sofort 
(g)  (^,  [%  S3J)  =  0, 

denn  es  ist  nach  (1)    {%  [^,  33])  =  (33,  [%  51]) 

nach  (e). 

Man  sieht  dies  auch  ohne  Rechnung  geometrisch  ein,  denn 
[?l,  S3J  ist  ein  Vektor,  der  auf  %  senkrecht  steht,  also  muß  das 
skalare  Produkt  aus  51  und  diesem  auf  51  senkrecht  stehenden 
Vektor  verschwinden  (§  4  (3)). 

Liegt  51  in  der  Ebene  von  33  und  (£,  so  ist 

(?I,[a5,6])  =  0.  (5) 

Erstens  sieht  man  das  aus  der  Bedeutung  des  Ausdrucks  als 
Parallelepiped  ein,  zweitens  aber  kann  man  es  auch  folgender- 
maßen zeigen. 

Nach  §  3  (9)  besteht  dann  die  Beziehung 
a5l-{-&33-i-c©  =  0 
b 


oder 


51 


33 


e. 


Setzen  wir  dies  in  {%  [S3,ß])  ein,  so  erhalten  wir 

nach  (3). 

2.  Wir  wollen  @  =  [%  [33,  S]]  umformen.  Zunächst  erkennen 
wir,  daß  (S  in  der  Ebene  von  33  und  ®  (Papierebene)  liegt,  denn 
S)  =  [^^  ß]  steht  senkrecht  zu  derselben, 
und  [51,  ^]  steht  wieder  senkrecht  zu  ^, 
liegt  also  in  der  Papierebene  (Fig.  16). 
Wir  zerlegen  51  in  seine  beiden  Kom- 
ponenten §  und  'Sl  parallel  bzw.  normal 
zur  Zeichenebene,  so  daß 

51  =  $  4-  Sfl.  (6) 

Dann  wird  @J_$.  Weiter  zerlegen  wir 
^  in  zwei  Vektoren  b  und  c,  die  senk- 
recht auf  ^  und  ©  stehen,  so  daß 

^=-b  +  c.  (7) 
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Verstehen  wir  unter  Sß^  den  Einheitsvektor  in  Richtung  von 
85,  80  ist 

[b,^l=-[b,[33,©]]-S3Jb|.  I^  =45,  b   •    43]  •  j^l  •  sin  (93,  (£) 
-  SB  I  6  t .  I  e  !  cos  (b,  (£)  -  «  (b,  (5)  =  93  ($,  (5),  (8) 

denn  es  ist  §  =  b  +  c  und  (c,  ©)  =  0. 

Da  femer  {SR,  CE)  =  0  ist,  können  wir  anstatt  (^,  tS)  schreiben 
(«,  (5),  so  daß  schließlich 

[b,3)]  =  «(S(,S) 
wird.    Ebenso  ergibt  sich  [c,  ^]  =  -  ©  (^,  93).    Durch  Addition 
dieser  beiden  Gleichungen  folgt 

und  wir  erhalten 

(h  i  [St,  [SB,  6]]  =  33  (S(,  6)  -  ©  (St,  SB) .  (9) 

3.  Ferner  wollen  wir  den  Vektor  §t  in  zwei  Komponenten 
parallel  und  senkrecht  zum  Einheitsvektor  gj  zerlegen.  Jeden- 
falls können  wir  schreiben 

st  =  [i„  a]  +  68„  (10) 

wo  a  und  h  ein  noch  zu  bestimmender  Vektor  bzw.  Skalar  sind, 
denn  [gj,  o]  _L  ^i  und  ftg,  :  g,. 

h  ist  eindeutig  bestimmt,  denn  multipliziert  man  (10)  skalar 
mit  g,,  so  folgt  h  =  (5(,  g,).  (11) 

Dagegen  ist  a  noch  in  gewisser  Hinsicht  willkürlich.  Not- 
wendig ist  nur,  daß  a  in  der  Ebene  liegt,  die  sowohl  3,  enthält 
als  auch  auf  der  Ebene  51,  S,  senkrecht  steht.  Wir  wollen  fest- 
setzen, daß  a  in  dieser  Ebene  senkrecht  auf  ^^  stehe.  Dadurch 
ist  der  Betrag  von  a  auch  bestimmt,  denn  durch  Quadrieren  von 
(10)  ergibt  sich 

st-'  -  [i,ay  +  b%'  =  [i,aY  +  (St,  8.)»,  (12) 

denn  das  doppelte  Produkt  fällt  wegen  (g)  fort. 

Da  nun  unserer  Festsetzung  gemäß  a  J_  JJj,  so  folgt  aus  (12) 
5(8  ==  q8  +  %i  cos»  {%  gj 
d.  h.  '  I  a  j  -  i  ?l  I  .  sin  {%  8j); 

es  ist  also  a  -  [%  »,\,  (13) 

somit  nach  (10),  (11)  und  (13) 
(M  3(  =  (Sr,«0«, +[^„r5(.dj].  (14) 
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4.  Zur  ÜbuDg  geben  wir  einige  weitere  Beziehungen  zwischen 
Tier  Vektoren  an,  die  in  den  Anwendungen  von  Nutzen  sind. 
Es  ist 

=  {%  (5) .  (33,  ^)  -  {%  2)) .  33,  (£).      (15) 

Der  zweite  Teil  dieser  Gleichung  folgt  direkt  durch  skalare 
Multiplikation  der  nach  (9)  gültigen  Gleichung 

[33,  [©,  2)]]  =  ©  (33,  ^)  -  ^  (33,  d)  (16) 

mit  31,  und  mittels  (f)  ergibt  sich  auch  der  erste  Teil. 

Sind  die  Ebenen  51,  33  und  (5,  ®  senkrecht  aufeinander,  so 
ist  {[%  33]  [e,  ^])  =  0. 

Um  eine  weitere  Beziehung  abzuleiten,  ersetzen  wir  in  (16) 
33  durch  [31,  33];  dann  folgt 

[[%  33],  [ß,  m  -  S  ([%  33],  ^)  -  3)  ([31, 33],  e).       (17) 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  31  mit  @,  33  mit  ^,  so 
ergibt  sich  links  nach  (c)  einfach  der  negative  Wert  des  be- 
handelten Vektors,  so  daß 

[[%  SB],  [6,  2)]]  -  33  {[%  »],  %)-%  ([©,  S)],  SB)      (18) 

folgt.    Zusammenfassend  haben  wir  also 

(h.)    [[St,  33],  [e,  ®]]  =  6  ([Sl,  SB],  2))  -  D  ([St,  SB],  ß) 

=  SB  ([6,  t>l  St)  -  Sl  ([S,  D],  SB).        (19) 

Dieser  Vektor  fällt  in  die  Schnittlinie  der  Ebenen  31,  33  und 
S,  ^.    Liegen  31,  33,  ß,  ®  in  einer  Ebene,  so  ist  der  Vektor  Null. 
Als  spezieller  Fall  folgt  mittels  (g)  und  (f) 

[[St,S8],[3t,(£]]  =  St(8t,[S8,e]).  (20) 

Multipliziert  man  des  weiteren  (16)  vektoriell  mit  31,  so  er- 
gibt sich 

[31.  [33,  [©,  m]  =  [%  S]  (33,  ®)  -  [31, 3)]  (33,  S).     (21) 

Dieser  Vektor  steht  senkrecht  zu  3(  und  liegt  in  der  zur 
Ebene  S,  3)  senkrechten  Ebene  durch  ö. 

Ist  ^  —  31,  so  vereinfacht  sich  die  Formel  zu 

[M,  [SB,  [<&,  Sl]]]  -  [%  6]  (3t,  SB).  (22) 
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7.  Die  Bewegung  eines  elektrisch  geladenen  Massenpnnktes 
in  einem  konstanten  Magnetfelde. 

Nach  dem  Biot-Savartschen  Gesetze  ist  die  Kraft,  welche 
auf  die  unendlich  kleine  Länge  ds  eines  linearen  Stromkreises 
der  elektromagnetisch  gemessenen  Stärke  t  im  Magnetfelde  ^ 
ausgeübt  wird.  [ids.^l 

Hierbei  bedeutet  i  einen  Vektor,  der  die  Stromstärke  am  be- 
treffenden Orte  nach  Größe  und  Richtung  angibt. 

Nennen  wir  den  Drahtquerschnitt  5,  so  daß  das  Volumelement 
qds  ist,  so  ist  die  Kraft  auf  die  Volumeinheit 

bedeutet  die  Elektrizitätsmenge,  die  in  der  Zeiteinheit  durch 
die  Querschnittseiuheit  fließt,  die  sogenannte  Strömung  3- 

Dieses  Gesetz  gilt  auch,  wenn  wir  es  auf  einen  mit  der 
Dichte  Q  (elektromagnetisch  gemessen)  geladenen  und  mit  der 
Geschwindigkeit  t>  bewegten  Körper  anwenden,  d.  h.  wenn  wir 
den  Leitungsstrom  durch  Konvektionsstrom  ersetzen. 

Li  der  Zeiteinheit  geht  aber  durch  eine  Flächeneinheit,  die 
senkrecht  zu  0  steht,  das  Volumen  |ü|,  also  die  Elektrizitäts- 
menge (>   ö  I,  es  ist  also      ^  ^  [^0,6] 

die  auf  die  Volumeinheit  ausgeübte  Kraft;  auf  den  ganzen  Körper 
wirkt  demnach  die  Kraft 

wenn  dS  ein  Volumelement  ist.  Wir  woUen  annehmen,  daß 
die  Dimensionen  des  Körpers  nur  klein  sind,  und  daß  er  sich 
ohne  merkliche  Drehung  bewegt,  d.  h.  daß  er  als  Massenpunkt 
im  mechanischen  Sinne  aufzufassen  ist. 

Da  sich  der  Körper  also  wie  ein  starrer  Körper  ohne  Rotation 
bewegt,  somit  t)  im  ganzen  Körper  konstant  ist,  da  femer  Q  kon- 
stant sein  soll,  können  wir  schreiben 

3 -[»,$]/(>dS  =  «[»,$],  (1) 

wo  €  die  Gesamtladung  des  Körpers  bedeutet. 
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Ist  m  seine  Masse,  so  lauten  die  Newton  sehen  Bewegungs- 
gleichungen:  m  §^  =  5  =  e[ü,  $] .  (2) 

Wir  erhalten  ein  Integral,  wenn  wir  (2)  mit  dem  Vektor  0 
skalar  multiplizieren,  dann  ergibt  sich 

Hieraus  folgt  wegen  (g) 

oder  ö*  =  Ol .  (5) 

Cj  ist  eine  Integrationskonstante.    (5)  ist  das  Integral  der 

lebendigen  Kraft. 

Diese  bleibt  konstant;  in  der  Tat  leistet  die  Kraft  %  keine 

Arbeit,  da  sie,  wie  aus  (1)  ersichtlich,  immer  senkrecht  zur 

augenblicklichen  Geschwindigkeit  ö  wirkt. 

Wir  bekommen  noch  ein  Integral,  wenn  wir  (2)  skalar  mit 

^  multiplizieren,  dann  ergibt  sich  wegen  (g) 

'"'      li^«'^)"«,  (6) 

abo  («),»)  =  C>,  (7) 

wo  Cg  auch  Integrationskonstante  ist. 

Nach  (7)  ist  also  |  §  j  •  !  ö  |  cos  (§,  ö)  konstant.  Da  aber  |  ^  | 
nach  Voraussetzung,  |  0  |  aber  nach  (5)  konstant  ist,  so  ergibt 
sich  aus  (7)  Konstanz  des  Winkels  zwischen  ö  und  ^. 

Wir  übersehen  sofort  den  ganzen  Charakter  der  Bewegung, 
wenn  wir  die  Krümmung  der.  Bahnkurve  noch  bestimmen. 

Nach  §  3  (18)  ist  die  Krümmung 

K-\d8'\  W 

Da  I  t)  I  •»  vv  nach  (5)  konstant  ist,  können  wir  (8)  in  der 


i^'t) 


Form  schreiben  }_ 

B 


d*x 


dt 


Nun  ist  (§5  (16))  a^-l?-  (^^) 

So  ergibt  sich  mit  Berücksichtigung  von  (2) 

±  «  i.  I  [»»J»!  I  _  ^i  Bin  rü  S))  an 
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Die  Krümmung  ist  also  konstant,  die  Gescliwindigkeitskom- 
ponente  in  Richtung  von  ^  ist  auch  konstant,  wie  aus  (5)  und 
(7)  folgt,  ebenfalls  der  Winkel  der  Bahn  gegen  die  Feldriehtung. 
Der  Punkt  beschreibt  also  eine  Schraubenlinie,  deren  Achse  die 
Feldrichtung  ist.  Ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  in  Richtung 
des  Feldes  Null,  so  bleibt  sie  Null,  dann  bewegt  sich  der  Massen- 
punkt  auf  einem  Kreise  vom  Radius 

r-*^'*'  ri2^ 

wie  aus  (11)  für  ö  ±  |)  folgt. 

IL  Die  Differentialoperatioiien  der  Vektoranalysis, 

1.  Der  Gradient. 

Es  sei  ein  Skalar  ü  gegeben  als  stetige,  differenzierbare 
Funktion  des  Raumes,  z.  B.  die  Temperatur  eines  Körpers;  wir 
stellen  sie,  wie  in  Kapitel  I  §  1  ausführlich  auseinandergesetzt  ist, 
durch  ein  System  von  Niveauflächen  geometrisch  dar. 

Wir  wollen  einen  Vektor  definieren,  der  in  jedem  Punkte  des 
betrachteten  Raumteils  die  Richtung  des  schnellsten  Anwachsens 
von  ü  hat,  und  dessen  Betrag  gleich  ^m  Ajiwachsen  von  ü  ist, 
wenn  mau  in  dieser  Richtung  um  die  (unendlich  klein  gedachte) 
Längeneinheit  vorwärts  geht. 

Dieser  Vektor  ist  von  einem  Koordinatensystem  unabhängig, 
da  zu  einer  Definition  überhaupt  kein  Koordinatensystem  ver- 
wendet wurde,  er  hängt  nur  ab  von  der  räumlichen  Verteilung 
des  Skalars  ü. 

Wir  nennen  diesen  Vektor  ®  den  Gradienten  von  ü  und 
schreiben  ^  _  ^^^  jj 

Wir  wollen  die  Komponenten  von  ®  in  einem  rechtwinkligen 
Koordinatensystem  bestimmen. 

Zunächst  ergibt  Fig.  1  Seite  2,  daß  die  Richtung  von  ®  senk- 
recht zu  den  Flächen  ü  =  const,  den  Niveauflächen,  steht,  denn 
da  die  Richtung  die  des  stärksten  Anwachsens  von  ü  sein  soll, 
wenn  man  um  die  unendlich  kleine  Längeneinheit  vorwärts  geht, 
so  ist  dies  natürlich  die  Richtung,  in  der  man  auf  kürzestem 
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Wege  von  einem  Punkte  einer  Niveaufläche  zur  benachbarten 
kommt;  dieser  kürzeste  Weg  aber  ist  die  Normale. 

Bezeichnen  wir  ihre  Richtung,  nach  wachsendem  f/ genommen, 
mit  n  und  denken  uns  einen  festen  Anfangspunkt  auf  w,  so  können 
wir  uns  ü  als  Funktion  von  n  gegeben  vorstellen.  @  fällt  als- 
dann in  die  Richtung  von  n,  und  es  ist 

i®i-|f-  (1) 

Die  Richtungskosinus  der  Normalen  auf  der  Fläche  U{xye) 
=  coDst,  also  der  Richtung  von  @,  haben,  wie  aus  der  analytischen 
Geometrie  bekannt  ist,  die  Werte 

duidx 


cos  (n,  x) 


vo'^'mho' 


cos  (w, y) ,-;^^,--^ 


v1S'+0V(|f)"       « 

cos  (n,  z)  =  — -=z=z-  '^^^  • 

Betrachtet  man  anderseits  die  Projektionen  von  dn  auf  die 
Koordinatenrichtungen,  so  ergibt  sich 

cos(n,a;)  =  ||,     cos(n,y)  =  ||,     cos  (n,  £r)  =  |i .       (3) 

Multiplizieren  wir  entsprechende  Glieder  von  (2)  und  (3)  mit- 
einander und  addieren,  so  folgt 

dx  '  dn"^  dy  '  dn'^  dz  '  dn  ^  - 

Ferner  erhält  man  die  Komponenten  von  ®  aus  den  Glei- 
chungen ®,=  |®|cos(n,a?)  usw. 
oder  mit  Benutzung  von  (1),  (2),  (4*) 

®«=äx'    ^y-Ji>    ®.-ä7-  W 
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Da  die  Richtung  der  Koordinatenachsen  willkürlich  ist,  so 
gilt  allgemein  ^       dV  .^v 

wo  l  eine  beliebige  Richtung  ist.  Hierfür  schreiben  wir  auch 

grad,t;==|?.  ^6') 

du 
Wegen  (6)  wird   av  auch  die  Richtungsderivierte  von  U 

in  der  Richtung  l  genannt. 

I  @  I  =.  y(^y^y^J^^  heißt  nach  Lame  der  erste 

Differentialparameter  von  ü. 

Bildet  l  den  Winkel  t  niit  w,  so  ist  die  Projektion  von  @ 
auf  /  gleich  ®  cos  ^,  wir  sehen  also,  daß  die  Anderungs- 
geschwindigkeit  von  U  in  einem  Punkte  konstant  ist  auf  einem 
Kreiskegel,  dessen  Achse  die  Normale  von  f7=const  ist.  Ist 
^  =  n/2y  so  haben  wir  die  Projektion  Null,  d.  h.  der  Gradient 
hat  keine  Komponente  tangential  zu  den  Niveauflächen,  was 
sich  ja  auch  sofort  aus  der  Definition  der  Niveauflächen  ergibt, 
da  beim  Fortschreiten  auf  ihnen  U  sich  nicht  ändert. 

Wichtig  ist  das  Linienintegral  von  ©  über  eine  Kurve  s 
von  einem  gegebenen  Anfangspunkte  Sq  bis  zu  einem  gegebenen 
Endpunkte  s^  *i 

Unter  (@,  rf»)  ist  wie  immer  das  skalare  Produkt  aus  ®  und 
dem  unendlich  kleinen  Vektor  d^  zu  verstehen.  Dieses  erhalten 
wir  aber,  wenn  wir  @  in  die  Richtung  von  d^  projizieren  und  mit 
dem  absoluten  Wert  |  d^  j,  multiplizieren,  also  ist 

wo  unter  ds  der  absolute  Wert  von  d^  verstanden  ist.    Wir 
haben  rechts  ein  vollständiges  Differential,  und  es  ergibt  sich 

/(grad  U, di)  =j\% di)  ^U,-U„  (8) 

WO  die  Indizes  0  und  1  bedeuten,  daß  U  in  den  Punkten  Sq  und 

G»nt,  VektoniDalytia.   4.  Aafl.  3 


Fig.  17. 
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5.  gebildet  werden  soll.  Wir  sehen  also,  daß  das  Resultat  der 
Integration  vom  Integrationswege  unabhängig  ist  und  nur  vom 
Anfangs-  und  Endpunkte  abhängt. 

Es  ist  also      (1)  j  (grad  üy  d%)  ^-  (2)J  (grad  V,  d%\       (9) 

WO  die  Zahlen  (I)  und  (2)  am  Integralzeichen 
die  beiden  in  Fig.  17  gekennzeichneten  Wege 
bedeuten  sollen. 

Vertauschen  wir  Anfangs-  und  Endpunkt 
im  zweiten  Integral,  so  kehrt  sich  sein  Vor- 
zeichen um,  und  wir  haben 

(l)/(grad  O;  d  8)  +  (2)/(grad  U,  d  g)  =/(grad  U,  di)  =  0,    (9') 

WO  das  Zeichen  o  die  Integration  über  eine  geschlossene  Kurve 
bedeuten  soll. 

Ist  z.  B.  @  =  grad  U  eine  Kraft,  die  auf  einen  Massenpunkt 
wirkt,  so  leistet  dieselbe  bei  der  Verschiebung  von  Sq  bis  s^  die 
Arbeit  A^V^-U^.  (10) 

ü  heißt  in  diesem  Falle  die  Kräftefunktion,  —  U  das  Potential 
der  Kraft  (5J.  (8)  sagt  aus:  Die  Arbeit  bei  der  Verschiebung  ist 
gleich  der  Zunahme  der  Kräftefunktion  bzw.  gleich  der  Abnahme 
des  Potentials,  unabhängig  vom  Wege  der  Verschiebung. 

(9')  sagt  aus:  Die  Arbeit,  welche  die  Kräfte  leisten,  wenn  der 
Punkt  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückkehrt,  ist  Null.  Es  kann 
also  keine  Energie  in  andere  Energieformen  beim  Verschieben  über- 
geführt sein,  das  System  ist  im  energetischen  Sinne  ein  voll- 
ständiges oder  konservatives  System. 

Läßt  sich  ein  Vektor  Ö5  als  Gradient  eines  Skalars 
darstellen,  so  heißt  %  ein  Potentialvektor. 

1.  Satz:  Ist  @  ein  Potentialvektor,  d.  h.  läßt  sich  eine  Funk- 
tion IJ  angeben,  so  daß  %  ==  grad  U^  so  können  die  @- Linien 
keine  geschlossenen  Linien  sein,  sondern  müssen  Anfangs-  und 
Endpunkte  haben. 

Denn  wenn  es  eine  geschlossene  (^-Liuie  gäbe,  könnte  man 
die.'^e  zur  Kurve  s  wählen.    Das  Linienintegral  würde  dann  aber 
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nur  positive  Bestandteile  enthalten,  weil  ©  immer  in  die  Richtung 
von  (fs  fiele,  und  die  Integration  über  die  geschlossene  Kurve  s 
wi\Yde  nicht  Null  ergeben,  wie  es  (9')  verlangt. 

2.  Satz:  Ist  das  Linienintegral  von  @  über  s  vom  Wege  un- 
abhängig oder,  was  dasselbe  bedeutet,  auf  einem  geschlossenen 
Wege  NuD,  so  kann  man  einen  Skalar  U  angeben,  so  daß 

&  -  grad  U. 

Dieser  Satz  bildet  die  Umkehrung  des  in  (9')  ausgedrückten. 

Bedeutet,  um  ein  spezielles  physikalisches  Beispiel  zu  geben, 
(3  eine  Kraft,  so  lautet  der  soeben  ausgesprochene  Satz: 

Ist  die  Arbeit  beim  Verschieben  eines  Massenpunktes  nur  von 
der  Anfangs-  und  Endlage  des  Punktes,  aber  nicht  vom  Wege 
der  Verschiebung  abhängig,  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  wird 
beim  Verschieben  auf  einem  geschlossenen  Wege  keine  Arbeit 
geleistet,  so  haben  die  Kräfte  @  eine  Kräftefunktion  U. 

Beweis:   Wir  gehen  von  einem  festen  Punkte  5^  aus   und 

bilden  das  Integral  /  (®,  d^)'^  dieses  soll  nur  vom  Punkte  5j 
abhängen  bei  konstant  gedachtem  Sq]  wir  setzen 

fi&,cli)^ü(s,).  (11) 

Wir  wählen  einen  s^  unendlich  benachbarten  Punkt  s[ ,  und 
es  sei  *i' 

Jl®,di)^U(s\).  (12) 

Da  wir  den  Integrationsweg  nach  Voraussetzung  beliebig 
wählen  düi-fen,  so  wählen  wir  ihn  in  (12)  über  Sj;  dann  gibt  die 
Differenz  von  (12)  und  (11) 

'    ,di)^U{s\)-ü{s,).  (13) 

Da  aber  s^  und  s\  einander  unendlich  benachbart  sind,  können 
wir  das  Integralzeichen  fortlassen  und  für  die  linke  Seite  &^ds 
schreiben,  wenn  ds  =  \di'  ist.  Rechts  ist  der  Zuwachs  von  U 
auch  unendlich  klein,  gleich  du,  und  wenn  wir  U  als  Funktion 
von  s  uns  vorstellen,  so  ist 

3» 
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dü^^'-ds,       also       &s-j^       oder       @  =  grad  ^7.     (14) 

Hier  ist  ü  natürlich  nur  bis  auf  eine  willkürliche  Konstante 
gegeben,  da  nur  die  Differentialquotienten  Bedeutung  haben. 

Potentielle  Energie.  JJ  sei  ein  Potential vektor,  also 
%  =»  grad  Uf  und  stelle  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Kraft  dar, 
die  auf  einen  Massenpunkt  m  wirkt,  der  die  Geschwindigkeit  tj 
hat.   Dann  lautet  die  New  ton  sehe  Bewegungsgleichung 

«*^  =  g-  (15) 

Multiplizieren  wir  (15)  skalar  mit  ^  ==•  ^t;  so  erhalten  wir 
^.      ^  /»w  ^jN        /er.    ^^\       CiL  ^*        du  ds       dU  ^.^ 

Setzen  wir  f7  =  —  F,  so  haben  wir 

^«{f»'  +  ^}=0        oder        fo«  +  F  =  Ä,         (17) 

WO  h  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Konstante  ist. 

-Ö^  ist  die  kinetische  Energie  des  Massenpunktes,  V  heißt 
die  potentielle  Energie,  (17)  nennt  man  das  „Integral  der 
lebendigen  Kraft". 

Anstatt  des  Operationszeichens  grad  wird  auch  häufig  das  von 
Hamilton  eingeführte  Zeichen  V  in  der  Literatur  angewendet. 


2.  Die  Divergenz  und  der  Gaußsche  Integralsatz. 

In  dem  von  einer  geschlossenen  Fläche  ö  eingeschlossenen 
Raum  S  sei  ein  stetiger  und  nach  dem  Ort  differentiierbarer 
Vektor  ^  gegeben. 

Die  äußere  Normale  von  0  heiße  n;  dann  nennt  man  f^^dö 
das  Oberflächenintegral  von  %  über  6. 

Der  Grenzwert,  dem  der  Quotient  aus  diesem  Oberflächen- 
integral und  dem  Volumen  des  Raumes  S  bei  allseitig  abnehmen- 
den Dimensionen  des  Raumes  zustrebt,  heißt  die  Divergenz  von 
Ä  (schreibe:  div  ?[);  sie  ist  also  definiert  durch  die  Gleichung 

div  %  -  lim  V-  W 

5-0    fdS 
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diyfi  bedeutet  demnach  das  Oberflächenintegral  von 
^   über  eine  (unendlich  klein  gedachte)  Volumeiuheit. 

Es  ist  dies  eine  skalare  Größe,  die  ihrer  Definition  nach  Tom 
Koordinatensystem  unabhängig  ist. 

Mittels  derselben  schreiten  wir  nun  zur  Ableitung  des  6  au  fi- 
schen Integralsatzes. 

Wir  teilen  den  Raum  S  durch  irgendwelche  Flächen  in  un- 
endlich kleine  Raumelemente  dS  (Fig.  18).  Dann  gehört  jedes 
Stück  einer  Begrenzungsfläche  zwei  be- 
nachbarten Raumelementen  an.  Wenden 
wir  auf  jedes  Raumelement  Gleichung  (1) 
an  und  addieren  sämtliche  so  erhaltenen 
Gleichungen,  so  fallen  rechts  sämtliche 
Beträge  '^i,^d6  fort,  welche  von  den  ge-  vie  i«. 

meinsamen  Begrenzungsfläcben  stammen,  da  n  immer  die  äußere 
Normale  bedeutet  und  diese  für  die  gemeinsame  Begrenzungs- 
fläche zweier  benachbarter  Raumelementc  entgegengesetzte  Rich- 
tungen hat,  und  es  bleiben  nur  diejenigen  Terme  ^^dö,  die  von 
der  Oberfläche  a  des  Raumes  S  geliefert  werden,  da  über  diese 
nur  einmal  integriert  wird. 

Da  sich  bei  der  Addition  links  ohne  weiteres  1  div'^dS  er- 

ffibt,  so  folfft  /»  /» 

JdiYSlidS=^l'ä,dö.  (2) 

Das  ist  der  Gau ß sehe  Integralsatz;  er  verwandelt  ein  Raum- 
integral in  ein  Oberflächenintegral. 

Aus  (1)  folgt     div  (51  -h  '^)  =  div  51  +  div  ^ .  (3) 

Je  nachdem  wir  die  Form  von  dS  annehmen,  nämlich  als 
Raumelement  bei  rechtwinkligen  Koordinaten  oder  bei  Polar- 
oder Zylinderkoordinaten,  erhalten  wir  aus  (1)  div  51  in  ver- 
schiedenen Koordinatensystemen  ausgedrückt,  wie  wir  später 
noch  eingehender  sehen  werden.  Wir  wollen  als  einfachstes  Bei- 
spiel div  51  in  kartesischen  Koordinaten  bestimmen. 

Zu  dem  Zwecke  wählen  wir  ein  unendlich  kleines  rechtwink- 
liges Parallelepiped,  dessen  Kanten  dx^  dy^  dß  parallel  den  Ko- 
ordinatenachsen liegen  (Fig.  19);  es  ist  also 

dS^dX'dy-  dz .  (4) 
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Das  Oberflächenintegi-al  besteht  aus  sechs  Termen,  ent- 
sprechend den  sechs  Seitenflächen  oben,  unten,  vorne,  hinten, 
rechts,  links. 

Die  äußere  Normale  an  der  rechten  Seitenfläche  ist  -f  x,  die 
äußere  Normale  an  der  linken  Seitenfläche  ist  —  x.  Der  Beitrag 

der  linken  Seitenfläche  (mit 


■% 


k 


1-.: 


■(%.). 


der  Koordinate  x)  ist   also 


äA  AI  ^'jc^da-   —  %^dydZj  der  der  rechten 

d^      ^  mit  der  Koordinate  x  -\-dx 

>"«  ■"■  ist+{'äX+ä,-äyd^-  Ent- 

wickeln  wir  diesen  Ausdruck  nach  der  Taylor  sehen  Reihe  und 

vernachlässigen  höhere  Potenzen  von   dx,   so   erhalten  wir  als 

Beitrag  der  rechten  Seitenfläche 

Beide  Flächen  zusammen  ergeben  also  den  Beitrag  ^  "^  dxdydz. 
Nimmt  man  noch  die  anderen  vier  Seitenflächen  hinzu,  so  wird 

Also  ergibt  (1)  mit  Hilfe  von  (4)  und  (5) 

div?(-^^^  +  ^-?^  +  ^.  (6) 

^^^  ^^        dx  ^  dy  ^  dz  W 

Bemerkung:  In  der  Mathematik  ist  es  üblich,  nicht  die 
äußere  Normale  w,  wie  wir  es  taten,  sondern  die  innere  Normale 
einzuführen,  weil  damit  ganz  sicher  zum  Ausdruck  gebracht  ist, 
daß  man  die  Funktion  nur  im  Räume  B  zu  kennen  oder  gar  zu 
definieren  braucht.  Wir  haben  die  äußere  Normale  gewählt,  um 
das  lästige  Minuszeichen  zu  vermeiden,  und  bestimmen,  daß  wir 
den  Vektor  an  der  Oberfläche  im  Innern  bilden  wollen,  also 
auch  nur  die  Werte  i  n  /S  zu  kennen  brauchen. 

Wir  müssen  uns  jetzt  über  die  geometrische  Bedeutung  von 
\%^d<5  orientieren.  Wir  haben  uns  ein  Bild  eines  Vektorfeldes 
Kapitel  I  (§  1)  gemacht,  indem  wir  so  viele  ^(-Linien  auf  einer 
zur  Feldrichtung  senkrechten  (unendlich  klein  gedachten)  Flächen- 
einheit konstruiei-ten,  wie  der  Betrag  !  %  angibt.  Dann  durch- 
setzen die  Fläche  dE,  die  senkrecht  zu  §(  steht,   '^\d2:  ?(-Liuieu. 
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Alle  diese  Linien  gehen  auch  durch  das  Flächenelement  d6  der 
von  uns  betrachteten  Oberfläche  6  hindurch  (Fig.  20),  welches 
durch  die  vom  Rande  von  dE  ausgehenden  ^(-Linien  aus  6  aus- 
geschnitten wird,  und  es  ist,  wie  die 
Fig.  20  sofort  ergibt, 

dZ^  d0cos  (?(,n). 

Durch  das  Element  dö  gehen  also 

i%\dZ==    %\coB{%n)dö='^j6 

Linien. 

I  ^,^dö  bedeutet  also  die  Anzahl  ^(-Linien,  die  durch 
<y  von  innen  nach  außen  hindurchtreten.  (Dabei  sind  von 
selbst  die  von  außen  nach  innen  hindurchgehenden  als  negativ 

in  Rechnung  gesetzt,  da  bei  ihnen  cos  (%  n)  <  0  ist.)  J^^dö 
gibt  also  die  Zahl  in  S  entspringender  ^(-Linien  an,  denn  die, 
welche  nur  durch  S  hindurchgehen,  werden  einmal  als  positiv 
einmal  als  negativ  gerechnet. 

Nach  (1)  bedeutet  also  div  §1  die  Anzahl  in  der  Volumeinheit 
entspringender  5l-Linien. 

Ist  die  Divergenz  eines  Vektors  ^  im  ganzen  Räume  Null, 
so  kann  nirgends  eine  A-Linie'anfangen  oder  enden,  die  2l-Linien 
müssen  in  geschlossenen  Bahnen  verlaufen;  ein  solcher  Vektor 
heißt  ein  solenoidaler  Vektor  (6  öcoXtjv  die  Röhre).  An  Stellen 
positiver  Divergenz  entspringen  ^(-Linien,  an  Stellen  negativer 
Divergenz  münden  5l-Linien;  diese  Stellen  werden  deshalb  auch 
Quellen  bzw.  Senken  genannt. 

Wie  wir  soeben  sahen,  bedeutet  ^i^dö  die  Anzahl  durch  da 
hindurchgehender  5I-Linien,  ebenso  bedeutet  der  in  Kapitel  I  §  6 
behandelte  Ausdruck  {%  [33,  ©])  =  H,  |[S3,  ©]|  (wenn  n  die  po- 
sitive Normale  auf  dem  aus  33  und  ©  gebildeten  Parellelogramm 
bezeichnet)  die  Anzahl  S(- Linien,  die  durch  das  aus  33  und  S 
gebildete  Parallelogramm  hindurchgehen. 

Nach  der  Faraday  sehen  Auffassung  der  Elektrizität  geht  von 
jeder  positiven  Elektrizitätsmenge  1  eine  Erregungslinie  aus,  bei 
jeder  negativen  Elektrizitätsmenge  1  mündet  eine  Erregungslinie 
(„Erregungslinien*'  wird  jetzt  meistens  für  die  früher  übliche  Be- 
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Zeichnung  „Kraftlinien^*  gebraucht;  der  Vektor  der  elektrischen 
Erregung  wird  mit  ^  bezeichnet).  Die  aus  der  Volum einheit 
herauskommende  Zahl  ^-Linien  wird  also  einerseits  durch  div  2) 
bestimmt,  anderseits  ist  diese  Anzahl  ein  Maß  für  die  in  der 
Volumeinheit  enthaltene  Elektrizitätsmenge,  d.  h.  für  die  räum- 
liche Dichte  Q  der  Elektrizität,  also  ist 

div  ^  =  9 .  '  (7) 

8.  Die  Rotation  und  der  Stokessche  Integralsatz. 

Es  sei  eine  beliebige  geschlossene  Kurve  s  gegeben;  wir  be- 
trachten  das   Linienintegral  /(S(,  f?^)    über    diese  geschlossene 

Kurve  und  suchen  es  in  ein  Flächenintegi-al  zu  verwandeln.  Zu 
diesem  Zwecke  legen  wir  durch  s  eine  beliebige  Fläche  a,  die 
s  zur  Randkurve  hat,  und  errichten  in  jedem  Punkte  von  tf  die 
Normale  n,  und  zwar  bei  den  am  Rande  von  6  gelegenen  Flächen- 
elementen dö  in  dem  Sinne,  daß  der  positive  ümlaufungssinn 
von  dö  und  gleichzeitiges  Vorwärtsgehen  in  Richtung  von  -|-  n 
der  Korkzieherregel  entspricht.  Als  positiver  Umlaufungssinn 
von  d6  soU  der  bezeichnet  werden,  der  das  Element  ds  der  Rand- 
kurve im  positiven  Sinne  durchläuft.  Nachdem  so  für  die  Rand- 
elemente der  Fläche  die  positive  Normale  definiert  ist,  ergibt  sie. 
sich  für  die  anderen  Flächenelemente  nach  der  Stetigkeit. 

1.  In  Fig.  21  stelle  s  die  geschlossene 
Kurve  dar;  die  hindurchgelegte  Fläche  6 
zerlegen  wir  durch  ein  Kurvensystem  in  Teil- 
fiächeu.  Dann  ergibt  sich  leicht,  daß  das 
Linienintegral  /(5(,  (ig),  über  s  genommen 
gleich  ist  der  Summe  der  Linienintegrale 
^^^  '*'  über  die  Begrenzungen  der  einzelnen  Teil- 

flächen. Denn  jedes  Stück  einer  Begrenzungslinie  gehört  zwei 
benachbarten  Teilflächen  an  und  wird,  da  der  Umlauf ungssinn 
immer  derselbe  ist,  bei  den  Litegrationen  um  diese  beiden  an- 
einanderstoßenden Teilflächen  in  entgegengesetztem  Sinne  durch- 
laufen (Fig.  21),  es  bringt  also  keinen  Beitrag  zur  Summe  der 
Linienintegrale;  einen  Beitrag  geben  nur  die  Teile  der  Rand- 
kurve s  selbst,  weil  diese  nur  einmal  durchlaufen  werden. 
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2.  Wir  definieren  die  Rotation  von  Ä  (schreibe:  rot  f[) 
folgendermaßen  als  neuen  Vektor  9).  Es  sei  eine  geschlossene 
Kurve  s  gegeben;  wir  legen  durch  dieselbe  eine  beliebige  Fläche  <y, 
die  8  zur  Randkurve  hat,  und  nennen  n  die  positive  Normale 
von  6.  Der  Grenzwert,  dem  sich  der  Quotient  aus  dem  Linien- 
integral /(Ä,  d^)  und  dem  Flächeninhalt  f  dö  bei  unendlich  ab- 
nehmenden Dimensionen  von  tf  nähert,  ist  die  Komponente  der 
rot  ^  in  Richtung  von  n.     In  Formel: 

^,==rot,§[  =  lim^----.  (1) 

ff=o     Jda 

3.  Wir  müssen  nun  zunächst  nachweisen,  daß  der  so  defi- 
nierte Vektor  91  die  Grundeigenschaft  des  Vektors  besitzt,  daß 
er  sich  in  bekannter  Weise  aus  seinen  rechtwinkligen  Kompo- 
nenten zusammensetzen  läßt.  Zu  dem  Zweck  bilden  wir  ein  un- 
endlich kleines  Tetraeder  durch  die  drei  Koordinatenebenen  und 
eine  vierte  Ebene  mit  der  Normalen  n.  Die  Inhalte  der  Flächen 
sind  bzw.  d6„d«^,da„do, 

und  es  ist 

d6^  =  rf(y  cos  (n,  x) ;  d(S^  =  d6  cos  (w,  t/) ;  d6^  =  d<J  cos  (»,  z) .    (2) 

Ferner  bilden  wir  die  Linienintegrale  um  dö^,  dö  ,  dö^  im  posi- 
tiven   Sinne    und    nennen    dieselben      ^ 
resp.  ^^dö^y  ^ydö^,  ^.da^.  Addieren  Pig.  22 

wir  dieselben  und  beachten  wir,  daß 
alle  Kanten  zweimal  in  entgegenge- 
setztem Sinne  durchlaufen  werden,  bis 
auf  die  gefiederten  Kanten  der  Hypo- 
tenusenfläche (Fig.  22),  80  ist  das 
Linienintegral   um  diese    beliebig    gestellte   Hypotenusenfläcbe 

Z{%  dfg)  =  ^J6  =  ^^dö^  +  "^.dö^  +  %dö,  (3) 

oder  mit  Benutzung  von  (2) 

Z(%  d^)  =  (%  cos  in,  a:)  -h  91^  cos  (w,  y)  -f  ^,  cos  (n,  e))  dö 
=  ^,dö,  (4) 

Damit  ist  in  der  Tat  der  gewünschte  Beweis  geführt. 


/ 
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4.  Die  Gleichung    2J{%  d^)  =  rot„  %  •  cU  (5) 

gilt  zunächst  nur  für  ein  unendlich  kleines  Dreieck,  dann  aber 
wegen  1.  auch  für  eine  beliebig  gestaltete  unendlich 
kleine  ebene  Fläche  d6,  da  aber  wegen  1.  das  Linienintegi*al 
längs  einer  beliebigen  Kurve  zusammengesetzt  werden  kann  aus 
den  Linienintegralen  um  unendlich  kleine,  also  als  eben  aufzu- 
fassende Flächen,  so  gilt 

\%d§,):=froi^%d6  (6) 

für  jede  geschlossene  Kurve  5.  (6)  bildet  den  Ausdruck  des 
Stokesschen  Satzes,  der  ein  Flächenintegral  in  ein  Linien- 
integral verwandelt. 

Durch  (1)  oder  (5)  ist  ein  Vektor  rot^  unabhängig  vom 
Koordinatensystem  definiert. 

Seine  Richtung  findet  man  folgendermaßen:  Man  gebe  der 
unendlich  kleinen  Flächeneinheit  drei  willkürliche,  zueinander 
senkrechte  Stellungen,  deren  Normalen  wir  bzw.  mit  Xy  y,  z  be- 
zeichnen, bilde  die  Linienintegrale  um  dieselben,  die  nach  (5) 
drei  zueinander  rechtwinklige  Komponenten  von  rot  SC  ergeben, 
aus  denen  durch  Zusammensetzung  der  Vektor  rot  %  selbst  der 
Größe  und  Richtung  nach  folgt.  Gibt  man  der  kleinen  Fläche 
alle  möglichen  Stellungen  und  wählt  die  Fläche  aus,  für  die 
dieses  Integral  am  größten  ist,  so  gibt  die  positive  Normale  auf 

der  Fläche  in  dieser  Stellung  die 
^     Fig  ^_^  Richtung,  das  Integral  selbst  den 

Betrag  der  Rotation  an. 
Vj     ^^^^  \j+dy         o.  Udi  die  Komponenten  von 

-T 1  9^    in    einem    kartesischen    Ko- 

ordinatensjstem  zu   bestimmen, 

^,  wählen  wir  ein  spezielles  Fläch en- 

^  stück,  für  dessen  Begrenzung  wir 

das  Linienintegral  bilden  wollen:  ein  unendlich  kleines  Rechteck 
mit  den  Seiten  dydz  parallel  den  entsprechenden  Koordinaten- 
achsen; für  dieses  wird  (Fig.  23) 

/(«,  d%)  =  («..rf»),^,, -  {\ily\,.„  -  CUM),  +  (?t/y),       (7)^ 


»A 


% 
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Wir  haben  dabei  links  oben  angefangen  zu  integrieren  und  sind 
der  Pfeilrichtung  gefolgt. 

Die  Entwickelung  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatz  ergibt 
bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  dy  und  de 

/(«,  di)  =  («.  +  ?^  dy)  dz  -  (a,  +  f;  dz)  dy  -  %.dz 
Nennen  wir  die  Fläche  des  Rechtecks  dö^.,  so  ist 

fi%di)={^-f:)d.^.  (9) 

o 
Es  ergibt  sich  also    ^^  =  rot,  V(  «  -^^'  -  ^ 

^.  =  ^ot,^(  =  ^/;-y^-  (10) 

fR.  =  rot.  §(  =  ^?^-^?'. 
dx        dy 

6.  Aus  (1)  folgt       rot  (?t  +  '^)  =  rot  21  +  rot  ^.  (11) 

Bei  der  Ableitung  des  Stok  es  sehen  Satzes  war  die  Fläche  ö 
ganz  beliebig  bis  auf  die  Bestimmung,  daß  sie  5  zur  Randkurve 
hat.    Legen  wir  also  zwei  Flächen  ö^  und  6^  durch  5,  so  wird 

frotjldö^^frot^'ädö^.  (12) 

(jj  und  <jj  bilden  zusammen  eine  geschlossene  Fläche  6,  aber 
ist  n  auf  6^  die  äußere  Normale  der  geschlossenen  aus  6^  und 
tfj  bestehenden  Fläche  <J,  so  ist  es  auf  <?,  die  innere,  da  immer 
die  Richtung  von  n  durch  die  Korkzieherregel  gegeben  ist. 
Föhren  wir  aber  anstatt  der  inneren  Normalen  auf  tf,  auch  die 
äußere  Normale  n  ein,  so  wird  aus  (12) 

frot^^'üdö,  -hfrot,.  %{d6^  =  0,  (12') 

ff,  ö, 

oder  wenn  wir  die  beiden  Integrale  zusammenfassen,  die  ganze 
geschlossene   Fläche  6  und  ihre  äußere  Normale  n  nennen, 

/l-ot,,«(f(y  =  0.  (13) 
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Das  bedeutet  aber  nach  den  Auseinandersetzungen  des  vorigen 
Paragraphen  S.  33: 

Läßt  ein  Vektor  ?R  sich  als  Rotation  eines  anderen 
Vektors  %  darstellen,  so  haben  die  9fl-Linien  nirgends 
Anfang  oder  Ende,  sondern  verlaufen  in  geschlossenen 
Bahnen. 

Später  (Kapitel  III  §  4)  werden  wir  beweisen,  daß  auch  der 
umgekehrte  Satz  gilt,  d.  h.  daß  ein  Vektor  sich  als  Rotation 
eines  anderen  darstellen  läßt,  wenn  sein  Flächenintegral  über 
jede  geschlossene  Fläche  verschwindet,  oder,  was  nach  dem  Gauß- 
schen  Satze  dasselbe  ist,  wenn  seine  Divergenz  überall  Null  ist. 

-1^.  Beziehungen  zwischen  den  Diiterentialoperationen. 

1.  Auf  Gleichung  (13)  des  vorigen  Paragraphen  wenden  wir 
den  G  au  ß  sehen  Satz  §  2  (2)  an  und  erhalten 

/div  rot  51 .  rfÄ  =  0.  (1) 

Da  der  Raum  S  beliebig  ist,  so  muß  der  Integrand  selbst 
verschwinden,  es  gilt  also  für  jeden  Vektor  51 
(1)  div  rot  51  =  0.  (2) 

2.  In  Gleichung  (6)  des  vorigen  Paragraphen  setzen  wir  für 
den  Vektor  ^  den  Gradienten  eines  Skalars  üj  also 

%  =  grad  U,  (3) 

dann  verschwindet  wegen  §  1  (9')  S.  28  die  linke  Seite,  und  wir 

erhalten  ^^ 

J  rot, grad  Udö^O.  (4) 

a 

Da  die  Fläche  6  beliebig  ist,  so  muß  der  Integrand  selbst 
verschwinden,  wir  haben  also  für  jeden  Skalar  U 
(m)  '  rot  grad  U  ^  0.  (5) 

3.  Die  Umkehrung  dieser  Formel  müssen  wir  etwas  näher 
betrachten.  Es  fragt  sich,  ob  ein  Vektor  ßJ,  dessen  rot  in  einem 
gewissen  Räume  S  Null  ist,  sich  immer  als  Potentialvektor  dar- 
stellen läßt,  sich  also  immer  als  Gradient  eines  Skalars  ü  er- 
gibt, und  wenn  ja,  oh  U  immer  einwertig  ist,  oder  mehrwertig 
sein  kann. 
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Nach  dem  Stok  es  sehen  Satze  ist: 

/(@,rf«)-^Jrot„@rftf.  (6) 

b  o 

Da  nun  aber  rot  (^  ==•  0  wegen  der  Voraussetzung,  so  folgt 

f{(3,d^)  -0  (1) 

b 

und  daraus  wegen  §  1  Satz  2  S.  29: 

®  =  grad  U.  (8) 

Beim  Schluß  von  (6)  auf  (7)  ist  nun  aber  stillschweigend 
vorausgesetzt,  daß  auf  6  überall  rot  ÖJ  =  0  ist,  d.  h.  daß  die 
ganze  Fläche  6  dem  Räume  S  angehört,  in  dem  nach  Voraus- 
setzung rot  @  =  0  ist. 

Nun  kommen  aber  Fälle  vor,  in  denen  die  Kurve  s  zwar  voll- 
kommen in  dem  betrachteten  Räume  S  liegt,  afber  trotzdem  sich 
keine  Fläche  ö  durch  s  legen  läßt,  die  ganz  in  S  verläuft.  Solche 
Räume  heißen  mehrfach  zusammenhängende  Räume. 

Ein  einfaches  Beispiel  eines  mehrfach  zusammenhängenden 
Raumes  ist  das  Innere  eines  Kreisringes,  der  durch  Rotation 
eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende,  aber  den  Kreis 
nicht  schneidende  Gerade  entsteht.  Die  Kurve,  welche  z.  B.  der 
Kreismittelpunkt  bei  der  Rotation  beschreibt,  ist  eine  solche 
Kurve  5,  die  vollständig  in  S  liegt,  durch  die  sich  aber  keine 
Fläche  <y  legen  läßt,  die  ganz  in  S  verläuft. 

Kann  man  es  durch  das  Anbringen  von  n  —  1  Querschnitten, 
deren  beide  Seiten  man  zur  Begrenzung  des  Raumes  hinzunimmt, 
bewerkstelligen,  daß  der  Raum  einfach  zusammenhängend 
wird,  d.  h.  daß  durch  eine  beliebige  Kurve  s  eine  Fläche  6  gelegt 
werden  kann,  die  ganz  in  S  verläuft,  so  heißt  der  Raum  n-fach 
zusammenhängend. 

Der  Kreisring  ist  zweifach  zusammenhängend,  denn  er 
wird  z.  B.  durch  einen  Meridianschnitt  T  einfach  zusammen- 
hängend. Fig.  24  stellt  den  Aquatorialschnitt  eines  durch  T 
einfach    zusammenhängend    gemachten    ICreisrings    dar.      Das 

Linienintegral  /  (@,  dg)  über  die  punktiert  gezeichnete  Kurve 

b 
.s  =»  äCBB'C'ä'ä  ist  jetzt  Null,  es  gibt  also  ein  Potential  U, 
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und  da  die  Anteile  über  Ä'Ä  und  BB'  entgegengesetzt  gleich 
sind,  folgt  B  li' 

(c)/(®,rf§)  =  (c')j(®,rfä)  (9) 


oder 


U. 


U^  =  ^V 


■B      -^~-.'      U,'-J-  (10) 

Am  Querschnitte  kann  das  Potential  ü  also  einen  konstanten 
Sprung  j  erleiden,  d.  h.  wenn  man  den  Querschnitt  wieder  fort- 
läßt, so  kann  U  eine  mehrwertige  Funktion  des  Ortes  sein.    Ist 

(3  eine  Kraft,  so  bedeutet 
das,  daß  beim  einmaligen 
Umkreisen  die  Arbeit  j 
geleistet  wird.  Solche  Ver- 
hältnisse liegen  z.  B.  vor, 
wenn  in  der  Rotations- 
achse    des 

_______________  yr 

Ringes  ein 
Strom  j  (elektromagne- 
tisch gemessen)  fließt  und 
®  die  Kraft  auf  die  ma- 
gnetische Menge  1  be- 
deutet. Hierauf  werden 
wir  später  zurückkom- 
^'«-  ''■  men. 

4.  Die  Divergenz  eines  Potential vektors  %  =  grad  U  ist  eine 
für  die  Anwendungen  äußerst  wichtige  Große,  die  durch  z/  ü'  be- 
zeichnet wird  und  natürlich  vom  Koordinatensystem  unabhängig 
ist.    Es  gilt  also 

(n)  J  U  =- dij  gr&d  U.  (11) 

Ersetzt  man  in  §  2  (6)  S.  32  die  Komponenten  von  Sl  durch 


5t. 


1^5  «.  =  If ;  ^.  =  ^  (§  i  (ö)  S.  26),  so  erhält   man 


dx 


dz 


5  Wir  wollen  die  a;-Komponente  des  Vektors  rot  rot  21  bilden. 
Setzen  wir  rot  ^  -  iR,  so  lautet  dieselbe  nach  §  3  (10)  S.  37 


(13) 
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wobei  ^  den  in  §  3  (10)  angegebenen  Wert  hat.    Also  folgt: 
rot,  rot  %  «  ^:-  (^  -  ^^  )  -  3^  (  ^^  -  ^- j 

osgr 

Durch  Addition  und  Subtraktion  von  -^—^  ergibt  sich 

C  X 

c  /d%  ,  a^(y  ,  a?A  _  /a««,  .  il?x  ,  ^*%\ 
dx \T^  "^  a"y  "^  a^7     V  ax« "+"  dy^^  "^  "ä«« / * 

Wenden  wir  den  Operator  A  auch  auf  Vektoren  an,  setzen  wir 
also  a««,  ,  a»a,  ,  ^'^2(,„  .  .j 

so  erhalten  wir  als  Definition  von  AH 

(o)  A  a  =  grad  div  «  -  rot  rot  «.  (15) 

6.  Ebenso  folgt  durch  Ausrechnung  in  kartesischen  Koordi- 
naten: 

(p)  div  [51,  33]  =  («,  rot  %)  -  (?(,  rot  33)  (16) 

(q)  rot[?r,«]=5ldiv93-S9div?l  +  («grad)§l-(2lgrad)^  (17) 

(r)  (5(  grad)  «  +  (33  grad)  §t  =  grad  (§(,  33) 

-[5{,rot33]-[33,rot5(].  (18) 

Hierin  bedeutet  der  Operator  {%  grad),  auf  einen  Vektor  33 
angewandt,  einen  Vektor  mit  der  :r- Komponente 

^«  grad)  «,  -  a,  f;  +%'^+  %  'f:  ■  . 

Führt  man  die  Richtung  a  des  Vektors  5(  ein,  so  wird 
(«  grad)  33  =  I «  I  ~  ^  d.  h.  (S(  grad)  ^:ö  ist  die  auf  die  Längen- 
einheit bezogene  Änderung  des  Vektors  ^^  in  Richtung  des  Vek- 
tors 51,  multipliziert  mit  dem  Betrage  von  5(. 

Daß  (51  grad )  33  vom  Koordinatensystem  unabhängig  ist,  er- 
kennt man  auch  noch,  wenn  man  aus  (q)  und  (r)  (33  grad)  Ä 
eliminiert. 

7.  Ferner  ist,  wenn  U  einen  Skalar  bedeutet, 

diy  («  ü)  =  f^  (U^,)  +  ^  {ü%,)  +^-{ü%.) , 
(s)     also        div  («  CT)  =  IT  ■  div  a  +  («,  grad  U).  (19) 
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Die  Ausrechnung  dieser  letzten  Formeln  sei  dem  Leser  über- 
lassen; ich  mache  noch  einmal  darauf  aufmerksam,  daß  alle  Aus- 
drücke vom  Koordinatensystem  unabhäogig  sind,  daß  man  also 
z.  B.  ein  beliebiges  kartesisches  Koordinatensystem  zur  Zwischen- 
rechnung benutzen  kann,  jedoch  nicht  benutzen  muß;  die  Be- 
ziehung auf  dasselbe  fällt  im  Endresultat  natürlich  wieder  heraus. 

8.  Das  über  den  unendlichen  Raum  genommene  Integral  des 
skalaren  Produkts  zwei  er  Vektoren,  von  denen  der  eine  51  solenoidal, 
der  andere  ^  ein  Potentialvektor  ist,  ist  Null,  also 

/(5l,  i8)  dS  ==  0.  (20) 

Als  Raumelemente  dS  wählen  wir  die  Röhren  des  in  ge- 
schlossenen Linien  verlaufenden  Vektors  %  die  wir  durch  Quer- 
schnitte in  Zylinder  von  der  Grundfläche  dö  und  der  Höhe  ds 
zerlegen.    Dann  ist 

J(%  33)  dS  =ffm  '  ^,döds. 

Hier  erstreckt  sich  die  eine  Integration  über  die  ganze  Länge  s 
einer  ^-Linie,  die  andere  bedeutet  eine  Summation  über  sämtliche 
Sl-Röhren. 

Wegen  der  Solenoidalität  von  51  hat  aber  \^\d0  für  jeden 
Querschnitt  dö  einer  5(-Röhre  denselben  Wert  (S.  4),  also  kann 
man  diesen  Faktor  vor  das  Integralzeichen  nach  s  setzen  und 
erhält  ß^^  ^^  ^^  _ß  ^  ^  ^^Iß^^^  _  0^ 

da  /93,(?s  =  0  ist,  weil  33  ein  Potentialvektor  sein  soll. 

Der  Beweis  kann  auch  folgendermaßen  erbracht  werden:  Da 
93  ein  Potentialvektor  ist,  können  wir  setzen 

33  =  grad  U  (21) 

und  erhalten        j\%,  33)  dS  =J(5l,  grad  U)dS  (22) 

oder  wegen  (s)    f{%  33)  dS  =/div(5(  •  U)dS,  (23) 

indem  wir  berücksichtigen,  daß  div  5(  =«  0  ist. 

Nach  dem  Gaußschen  Integralsatz  wird  aber  hieraus 

/(2l,«)rfS=/V-9(,rftf,  (24) 


6.  Der  Greenscbe  Satz  43 


wo  6  die  unendlich  große  Oberfläche  des  Raumes  bedeutet.  Da 
aber  auch  im  Uuendlichen  keine  ^[-Linien  entspringen  oder  m fin- 
den sollen,  so  ist  auf  dieser  Oberfläche  ^^da  --  0,  also  die  Be- 
hauptung erwiesen. 

5.  Der  Greensche  Satz. 

Setzt  map  iu  (s)  fi  =  grad  F, 

80  folgt: 

di7  (f7  grad  T')  =  U  div  grad  V  -f-  (grad  U,  grad  V).  (1) 
Vertauschung  von  U  und  V  ergibt 

div  (Kgrad  U)  =  Fdiv  grad  U -^  (grad  U,  grad  F).  (1') 
Auf  den  ersten  Term  rechts  wenden  wir  (n)  an,  subtrahieren  (1') 
von  (1),  integrieren  über  einen  Raumteil  S  mit  der  Oberfläche  6 
und  erhalten,  wenn  wir  auf  die  linke  Seite  den  G au ß sehen 
Integralsatz  anwenden, 

jK^-'-  y^^)ä6^f(VAr-rAU)ds.       {•>) 

Setzt  man  in  (1)  F^  ü, 

so  folgt:        div  (r-  grad  U)  =  ^div  grad  U-\-  (grad  Uf.  (3) 

Auf  den  ersten  Term  rechts  wenden  wir  (w)  an,  integrieren  über 
einen  Raumteil  S  mit  der  Oberfläche  6  und  erhalten,  wenn  wir 
auf  die  linke  Seite  den  6 au ß sehen  Integralsatz  anwenden, 

/  (grad  U)*dS  -f  /Va  UdS  ^j'uj^dö.  (4) 

Die  Formeln  (2)  und  (4)  sind  von  Green  gefunden  worden. 

Satz:  Ein  Vektor  ?l  ist  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Raum  S  eindeutig  gegeben,  wenn  im  ganzen  Räume  div  §(  und 
rot  %  und  auf  der  Oberfläche  6  von  S  die  Normalkomponente 
von  %y  also  S(„  gegeben  ist. 

Der  folgende  Beweis  dieses  Satzes  ist  typisch  für  die  Art 
der  Eindeutigkeitsbeweise  in  der  mathematischen  Physik: 

Angenommen,  es  gäbe  noch  einen  zweiten  Vektor  §t'  außer  %. 
der  denselben  Bedingungen  genügt  wie  ?(,  so  würde  ^  =  Ä  —  Ä' 
den  Bedingungen  genügen 

div  ^  --=  0     (5a)        rot  ^  =  0     (5b)        ^^,  =  0.     (5c) 

Gan«,  V«ktonuial7tU.  4.  Anfl  4 
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Wegen   (5  b)    kann    man    in    einfach    zusammenliängenden 
Räumen  nach  Kap.  II  §  4  Satz  3  (S.  39)  setzen 

^  =  grad  U, 
also  ist  wegen  (5a)  und  (n)     AU  =  0.  (6) 

AVegen  (5c)  ist    '  |f=0.  (7) 

Setzen  wir  (6)  und  (7)  in  (4)  ein,  so  folgt 

ßgv^d  uyds^o,         .  (8) 

und  da  der  Integrand  wesentlich  positiv  ist,  muß  er  im  ganzen 
Raum  verschwinden;  d.  h. 

grad  t7  =  33  =  0  (9) 

oder  §(  =  W.  (10) 

Wir  können  den  Beweis,  daß  33  =  0,  wenn  (5)  erfüllt  ist, 
auch  auf  folgende  mehr  geometrische  Art  führen 

Da  rot  33  =  0  ist,  also  auch  j  (^,  d^)  =  0  in  einfach  zusammen- 

b 
hängenden  Räumen,  so  folgt  aus  Kap.  II  §  1  Satz  1  (S.  28),  daß 

es  in  S  keine  geschlossenen  33-Linien  gibt;  aus  div  ^  =  0  folgt, 
daß  in  S  nirgends  33-Linien  entspringen  oder  münden  (S.  33); 
und  aus  33„  =  0  folgt,  daß  durch  die  Oberfläche  ö  keine  ^-Linien 
in  S  hineintreten,  also  können  keine  33-Linien  in  S  enthalten  sein. 
Zusatz:  Haben  wir  es  mit  dem  unendlichen  Raum  S  zu  tun, 
so  rückt  auch  6  ins  Unendliche  und  kann  z.  B.  als  unendlich 
gi'oße  Kugelfläche  um  einen  Punkt  0  im  Endlichen  gewählt  werden. 
Läuft  keine  5(-Linie  ins  Unendliche,  so  ist  dort  5(„  =  0,  also  ge- 
geben. Aber  es  genügt  nicht,  daß  5(„  im  Unendlichen  überhaupt 
verschwindet,  damit  wir  sagen  können,  daß  keine  2(-Linie  ins 
Unendliche  gelangt,  sondern  es  muß 

Über  einen  beliebigen  Teil  der  Kugelfläche  vom  unendlich  großen 
Radius  .7^  integriert,  verschwinden,  dco  bedeutet  das  Oberflächen- 
element einer  Kugel  vom  Radius  1.    Es  folgt,  daß  2(„  stärker 

verschwinden  muß  wie  ^j,  damit  wir  sagen  können,  daß  keine 

^(-Linien  ins  Unendliche  gelangen. 
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Wenden  wir  (4j  auf  den  unendlichen  Raum   an  und  ver- 

1  /i  TT 

schwindet   U  im  Unendlichen  wie  ^ ,  so  verschwindet  -k—  wie 

1  P  T^  1 

. ,,  also  U  ^     wie  ^,  folglich  ergibt  die  Integration  über  die 

unendlich  große  Kugelfläche  vom  Radius  R  Null. 

Verschwindet  aber  U  wie  p-,  so  verschwindet  isö  —  grad  ü 
1  ^ 

Also  ist  ^eindeutig  im  unendlichen  Raum  gegeben, 
wenn  div  ?l,  rot  %  gegeben  sind  und  9(  im  Unendlichen 
wie  ,.j   verschwindet. 

Damit  das  Oberflächen  integral  in  (4)  Null  wird,  genügt  es,  daß 
U  stärker  als  B~  ^*  verschwindet,  d.  h.  im  eben  ausgesprochenen 
Satze  genügt  es,  wenn  21  im  Unendlichen  gegeben  ist  bis  auf 
Größen,  die  stärker  als  i?~  ^'  verschwinden.^) 

6.  Unstetigkeiten. 

Bis  jetzt  haben  wir  die  Vektoren  immer  als  stetige  Funktionen 
des  Orts  aufgefaßt,  doch  kommen  in  den  Anwendungen  Fälle  vor, 
in  denen  dies  nicht  mehr  erlaubt  ist.  Z  sei  eine  Fläche,  in  der 
der  Vektor  91  unstetig  ist. 

1.  Wir  konstruieren  einen  Zylinder  mit  den  Grundflächen  dff^ 
und  d<s^  parallel  Z",  dessen  Höhe  h  unendlich  klein  gegen  die 
Dimensionen  der  Grundflächen  ist,  und  wenden  auf  ihn  den 
G au ß sehen  Satz  an.  Das  Oberflächenintegral  über  die  Mantel- 
fläche fällt  dann  als  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung  fort. 
Es  folgt,  wenn  wir  noch  dö^  =  Jö^  =  dö  setzen, 

div?(-;i.rf<y  =  (^„^-f  §(J(/<y;  (1) 

oder  wenn  wir  eine  einzige  Normalenrichtung  n  einführen  und 
die  Werte  von  91  auf  beiden  Seiten  von  U  durch  ein  +  -  und 
—  Zeichen  unterscheiden  (Fig.  25)  und  durch  dö  dividieren: 

h .  div « -^  «;  -  91; .  (2) 

1)  0.  Blumenthal,  Math.  Ann.  61,  1905,  S.  236,  gibt  einen  Beweit 
dieses  Satzes,  der  nur  das  Verschwinden  von  ?t  und  seiner  Ableitungen 
im  Unendlichen  voraussetzt,  aber  nichta  über  die  Ordnung  des  Ver- 
ßchwindeuä. 

4* 
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Ist  die  Normalkomponente  eines  Vektors  5t  an  einer  Fläche 
unstetig,  so  wird  dort  div  §1  uneudlicli  groß,  weil  h  in  (2)  un- 
endlich klein  ist;  aber  h  •  div  5(  bleibt  endlich.  Setzen  wir 

fediv9t  =  (.„,  (3) 

SO  bedeutet  q^^  die  Anzahl  ^-Linien,  die  auf  der  (unendlich  klein 
gedachten)  Flächeneinheit  von  Z  entspringen. 

Nehmen  wir,  wie  Faraday  in  der  Elektrizitätslehre,  an,  daß 
von  der  Elektrizitätsmenge  1  eine  ^-Linie  in  den  Raum  hinaus- 
geht (*5)  elektrische  Erregung),  so  bedeutet,  wie  wir  §  2  (7) 
S.  34  sahen,  div  2)  die  räumliche  Dichte  der  Elektrizität:  diese 
ist,  wenn  3)  unstetig  ist,  unendlich  groß,  wir  haben  es  mit  der 
endlichen  Flächendichte  q^  zu  tun  [Gl.  (3)],  und  zwar  ist 

^^  -  ^~  ==  p   . 


l 


r-±- 


Ä 


^ 


Fig.  28  Fig.  26. 

Die  gesamte  auf  2J  befindliche  Elektrizitätsmenge  j  q^^ö, 
d.  h.  die  Gesamtzahl  der  auf  2J  entspringenden  ^-Linien,  bleibt 
endlich  und  ist  J^^j.  _  j,- ,  .  rf« . 

2.  Wir  wenden  den  Stokesschen  Satz  an  auf  ein  Rechteck, 
bei  dem  zwei  Gegenseiten  von  der  Länge  h  auf  U  senkrecht 
stehen,  während  die  anderen  beiden  ds^  und  ds^  zu  Z  parallel 
sind,  h  sei  gegen  ds^  und  dS2  unendlich  klein,  so  daß  die  Linien- 
integrale längs  h  fortfallen.  Dann  ist,  wenn  wir  ds^  =  —  ds^  =  ds 
setzen,  da  dö  =  ds  -  h  ist, 

%ds^  -f  %,ds^  =  rot,  %.dsh',  (4) 

oder  wenn  wir  eine  Richtung  s  einführen  und  durch  ds  dividieren: 

Sr;~?l7^rot,§(.Ä.  (5) 

s  und  t  sind  hier  aufeinander  senkrechte  Richtungen  in  der 
Fläche  E.  Die  Tangentialkomponente  rot,  91  wird  also  unendlich 
groß,  doch  so,  daß  das  Flächen  integral 

froi,  «  •  (7<T 
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endlich  bleibt.    Solche  ünstetigkeiten  kommen  in  der  Elektro- 
dynamik bewegter  Medien  vor. 

3.  Den  Fall,  daß  ein  Skalar  U  in  einer  Fläche  unstetig 
wird,  haben  wir  schon  in  §  4  S.  40  betrachtet.  Sei  der  Sprung 
ir+^lJ-  =.  j^  und  haben  wir  einen  Vektor  @  —  grad  U,  so  wird 
dieser  in  der  Unstetigkeitsfläche  unendlich  groß,  aber  das  Linien- 
integral von  einer  Seite  der  Fläche  zum  gegenüberliegenden 
Punkt  durch  die  Fläche  hindurch  ist  endlich 

(®,rf«)«6^++i/-==j.  (6) 

Bedeutet  &  eine  Kraft,  so  wird  diese  in  der  Fläche  unendlich 
groß.  Die  Arbeit  beim  Verschieben  eines  Massenpunktes  durch 
die  Fläche  bleibt  jedoch  endlich.  Solche  Fälle  treten  ein  bei  so- 
genannten Doppelflächen  (elektromotorisch  wirksamen  Flächen). 

7.  Diflferentialquotienten  nach  der  Zeit. 

Da  bei  den  Problemen  der  Hydrodjnamik  und  der  Elektro- 
dynamik in  bewegten  Medien  der  Träger  der  Feldeigenschaft,  die 
Materie,  eine  gewis.se  Geschwindigkeit  D  hat,  können  zeitliche 
Änderungen  der  in  Betracht  kommenden  Größen  von  zwei  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  aus  angegeben  werden:  man  kann 
entweder  die  Änderungen  an  einem  bestimmten  Punkte  des 
Raumes  oder  die  Änderungen  in  einem  bestimmten  materiellen, 
also  an  der  Bewegung  teilnehmenden  Element  ausdrücken.  Sei 
W  (bzw.  SGB)  eine  skalare  (bzw.  vektorielle)  Feldeigenschaft,  die 
als  Funktion  des  Ortes  und  der  Zeit  betrachtet  werde;  dann  kann 
in  einem  gegebenen  Materieteilchen  W  (bzw.  ^)  sich  aus 
zwei  Gründen  ändern.  Erstens  kann  W  (bzw.  W)  variieren,  wenn 
das  Teilchen  an  seinem  Orte  bleibt,  da  W  (bzw.  3B)  explizite 
Funktion  der  Zeit  sein  soll,  zweitens  aber  auch  dadurch,  daß  das 
Teilchen  sich  mit  der  Zeit  verschiebt  und  an  Stelleu  kommt,  wo 
W  (bzw.  3B)  einen  anderen  Wert  als  Ortsfunktion  hat.  Die  voll- 
standige  Änderung  in  einem  Materieteilchen  setzt  sich  aus  diesen 
beiden  Beiträgen  zusammen.  Wenn  wir  z.  B.  in  einer  Eisenbahn 
fahren,  kann  sich  die  Temperatur  im  Abteil  aus  zwei  Gründen 
mit  der  Zeit  ändern,  einmal  ist  sie  an  drm  Orte,  wo  der  Zug  sich 
gerade  befindet,  Funktion  der  Zeit,  zweitens  aber  würde  sie  sich, 
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auch  wenn  an  jedem  Orte  konstante  Temperatur  wäre,  dadurch 
ändern,  daß  der  Zug  auf  der  Fahrt  in  immer  andere  Gegenden 
kommt. 

Bezeichnen  wir  die  im  Materialteilchen  stattfindende  Än- 
derung von  W{hzw.  SB)  in  der  Zeiteinheit  mit  -f.-  (bzw.  ^-rjf  die 

an  gegebenen  Ort  stattfindende  Änderung  mit    a—  (bzw.  -^-)  y 

so  ist  dW  ^dW       dW  dx       dW  dy       dW    dz  ... 

dt  dT  "^  "dx    dt  "^  dy    dt  "^  "dz   '  dt  ^^ 

oder  in  Vektorschreibweise 


-dt    -   dt    +  (^^  ^'""^  ^) 


(2) 


Ist  z.  B.  eine  Eigenschaft  stationär  in  der  fortbewegten  Ma- 
terie,  so  ist  ^.  =  0,  also  öi  =  —  ö  grad. 

1.  Wir  wollen  die  für  Anwendungen  wichtige  Größe  -.j  1  ^i^dö, 

a 

also  die  in  der  Zeiteinheit  erfolgte  Zunahme  der  Anzahl  ^(-Linien, 
die  eine  in  der  Materie  feste  Fläche  durchsetzen,  betrachten 
und  anstatt  ,-  die  Große  ^,  also  die  Änderung  am  gegebeneu 
OHe,  einführen. 

Die  Zahl  der  durch  ö  hindurchtretenden  5l-Linien  kann  sich 
nun  zunächst  in  der  Zeit  ändern  bei  festliegender  Fläche,  weil 
§1  Funktion  von  t  ist.    Dieser  Anteil  ist 


J 


et    ''" 


Femer  kommt  die  Veränderung  infolge  der  Verschiebung  "odt 
in  der  Zeit  dt  hinzu. 

Die  vom  Linienelement  d^  der  Raudkurve  in  der  Zeit  dt 
überstrichene  Fläche  ist  |[(/Ä,  ö]|rf/ 
(Fig.  27).  Nennen  wir  die  Fläche  6  in 
^^\  y^  der  der  Zeit  t  entsprechenden  Lage  (Jj, 
zur  Zeit  t  -^  dt  6^  und  die  infolge  der 
Verschiebung  von  der  Randkurve  be- 
Fig.  27.  schriebene  Fläche  (T,,  so  bilden  <;, ,  ^j.  6^ 
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zusammen  eine  geschlossene  Fläche,  auf  die  wir  den  Gau  Bachen 
Satz  anwenden  können.    Es  ergibt  sich 

jkjö  -Jk„d6  +  dtjl%,  [d^,  u])  =/div«(i5. 
Der  dritte  Term  links  ist  wegen  (f)  ^  " 

diji[x>,ndi) 

und  mit  Anwendung  des  Stok esschen  Satzes      "* 
dtfrot,[t>,%]d<s. 

Nun  ist  aber  dS   -  \)„dtd(S  (Fig.  28),  also  ist  die  Änderung 
des  Integrals 

jkjö  -Jkjö  =J  div  %  .  \)Jö  ■  dt  +frot^  [%  0]  dö  '  dt . 
^«  ^1  ^i  ^i 

Division  durch  dt  und  Hinzufugung  des  Terms  /  -«^-  d6^  welcher 
durch  den  ersten  Anteil  der  zeitlichen  Änderung  bedingt  ist,  ergibt 

Definieren  wir  den  Vektor 

^  =  |f +  ödiv9t  +  rot[«,ö],  (4) 

so  können  wir  für  jedes  Flächenelement  nach  (3) 

Jl\^n^^\^  -^^ ^^     schreiben.  (5) 

dt 
d%     d^ 


Ersetzen  wir  in  (4)  -^  mit  Hilfe  der  zweiten  Formel  (2)  durch 
,    ,  so  ergibt  sich 


dt        de 


-  (ö  grad)  «  +  0  div  51  +  rot  [^,  O] 


und  mit  Benutzung  von  (q) 

4?==;^^  +  «div»-(«gradjo.  (6) 

2.  Es  soll  die  zeitliche  Änderung  des  Volumintegrals  /  UdS^ 
genommen  über  einen  materiellen  Kaum  6'  mit  der  Oberfläche  6 
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berechnet  werden.  Es  handelt  sich  also  um  die  Umformung  des 
Ausdrucks    ,7  1  UdS, 

Nun  ist      §ifudS  =^l^dS-\-  fu^j6 .  (7) 

Der  erste  Term  rechts  rührt  von  den  zeitlichen  Änderungen 
her,  die  U  am  gegebenen  Orte  als  explizite  Funktion  der  Zeit 
erleidet,  der  zweite  Term  von  den  Deformationen  der  Materie, 
wodurch  in  der  Zeiteinheit  an  dem  Oberflächenelement  d6  das 
Volumen  'O„d0  hinzukommt.  Formen  wir  das  zweite  Integral 
rechts  nach  dem  Gau ß sehen  Satze  um,  so  erhalten  wir 

^~J'uä8^f['-^  +  äiym]dS.  (8) 

Ersetzen  wir  y-  in  (8)  durch  ^-  mit  Hilfe  der  ersten  For- 
mel (2)  und  wenden  wir  auf  div  ( üt))  die  Rechenregel  (s)  an,  so 

erhalten  wir        .;    r  Adr/  \ 

äJUdS^J{f^^Udirt>)dS,  (9) 


111.  Krummliiiige  Koordinaten,  Vektorzerlegungen. 
Mechanische  Deformationen. 

1.  Das  Linionelcment 
in  krummlinigen  orthogonalen  Koordinaten. 

Während  wir  bisher  ein  Koordinatensystem  absichtlich  ver- 
mieden und  nur  zu  Zwischen rechnungen  kartesische  Koordinaten 
eingeführt  haben,  müssen  wir  jetzt  auch  unsere  Formeln  in 
krummlinigen  Koordinaten  zu  schreiben  suchen.  In  der  mathe- 
matischen Physik  ist  nämlich  die  Anwendung  krummliniger  Ko- 
ordinaten von  großer  Wichtigkeit,  da  die  bei  den  pai-tiellen 
Differentialgleichungen  auftretenden  Grenzbedingungen  einfachere 
Form  bei  günstig  gewähltem  Koordinatensystem  erhalten. 

Wir  beschränken  uns  jedoch  auf  die  für  die  Anwendungen 
wichtigsten,  die  orthogonalen  Koordinaten,  d.  h.  auf  den  Fall, 
daß  die  Flächen  der  verschiedenen  Flächen  scharen  sich  recht- 
winklig schneiden. 
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Wir  nennen  die  krummlinigen  Koordinaten  w,  v,  m;;  u,  v,  w 
sei  ein  Rechtssystem,  x',  y,  z  sind  als  Funktionen  der  m,  v,  w 
gegeben:  o:  - /;  (u,  r,  «;) 

«/  =  /s  (/^  r,  «;)  (1) 

^  -  /*s  ('S  V,  iv) 
Das  Linienelement  auf  der  Schnittkurve  von  v  =■  const  and 
w  =-=  const,  auf  der  also  nur  u  sich  verändert,  stellt  sich  in  der 

ds,  ==  e^dv,  (2) 

ds^  =  ejrfw^ 

wo  die  e  Funktionen  der  iij  i',  tv  sind. 
Andern  sich  ?<,  r,  tt?  gleichzeitig,  so  ist 

ds^  =  6'iS(^w-  4-  Cj^rfv^  -f-  ej,*dw\  (3) 

Die  drei  Fläch enelemente,  die  man  erhält 
1.  bei  const  m,  wenn  v  und  w  sich  um   (iv    bzw.  dw  ändern, 


Form  dar 
ebenso  ist 


2. 


w, 


dw 
du 


du 
dv 


(6) 


sind  bzw. 

dö^-^^e^e^dvdw]     dti^  =  e^e^dwdu\     d6^=^e^e^dudv.      (4) 

Das  Volumelement,  welches  begrenzt  wird  durch  die  Flächen 
w,  M  -f  du;    VfV-{-  dv,    w,  w  -f-  dw,  ist 

dS  =  e^e^e^du  dv  du\ 
Beispiel  1:  Zylinderkoordinaten:  Es  ist 
X      r  cos  (p 
y  =  r  sin  (p 
z  =  z. 
Es  entsprechen  sich  also 

u     V     tv 
r    <p     z 

In  einer  Ebene  z  =-  corst  ist  (Fig.  29)  0  P  -  r;  <^  PO^  -  qr; 
PQ  =.  (^r;     ^  P0i2  -  <i<p:  also  RP  =  rciy. 
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Somit  ergibt  eich 

(Is^  =  dr       ds    =  rd(p       ds^  =  dz^ 


€o  =  r 


<?3  =  1. 


Es  ist 


also  ist  €^  =«  1 

Daraus  folgt 

döj.  =«  rd(pdz\     dö   =  dzdr\     da,  =  rdrdcp     dS  =  rdrdfpdz, 
Beispiel  2:  Kugelkoordinaten  (räumliche Polarkoordinaten), 
a;  =  r  sin  -d-  cos  tp 
y  =  r  sin  0*  sin  9?  (7) 

z  ■■=  r  cos  O-- 
Es  entsprechen  sich  also         u     v     tv 

r     d-     (p. 
Geometrisch  ergibt  sich 

ds^  =  dr     ds<^^rd%-     ds    =^  r  sin  ^d<p, 
also  ist  ^1  =  1         ^i  ^  '^        ^  =  >'  sin  '9'. 

Daraus  folgt 

dö^  =  r*  sin  ^d^d(p\        da ^  -^  r  sin  d'dcpdr-^        dö,^  =>  rdrdd" 
dS  =  r*  sin  d'drd^dtp. 


% 


2.  Die  Vektoroperationen  in  krummlinigen  Koordinaten. 

1.  In  krummlinigen  Koordinaten  lautet  das  skalare  Produkt 

(8t,  33)  =  «„«„  +  «,». +  «»»,.  (1) 

und  das  vektorielle  Produkt 

[%  33]„  --=  ?!,»„  -  «„«,  (2) 

2.  Wenden  wir  die  Definition  aus  Kapitel  II  §  2  (1)  S.  30 

^%j  auf  das  oben  be- 
^^</«'   rechnete  Volum- 
element (Fig.  30) 
dS  —  e^e^e^dudvdw 
an,  so  erhalten  wir: 

J\d6  =  {'^,e^e,dvdu;\^^, 
-  i%.e^e,dvdtv\  -{-•••        (3) 


fjdrf     /K*^^ 


>'lg.  50. 
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Die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  erhält  man  darch 
Integration  über  die  zwei  anderen  Flächenpaare  v  =»  const  und 
w  =  const. 

Entwickeln  wir  nach  Potenzen,  von  du,  d»-^  dir  und  vernach- 
lässigen höhere  Potenzen,  so  bleibt 

j\<to  =-  {fu  '^'''^'  +  k  *»*>^'  +  du,  o^e,K)dudvdu;      (4) 

also  ist    diy«-      '      |if^  +  £f^.«,  +  £i^.).  (5) 

e^e^e^  \       du  cv  cw       ]  ^  ^ 

Für  Zylinderkoordinaten  ergibt  das,  wenn  wir  für  die  e  und  w, 
V,  w  die  Werte  aus  §  1  S.  51  einsetzen: 

für  Kugelkoordinaten; 

3.  In  krummlinigen  Koordinaten  lautet  der  Gradient  gemäß 
seiner  Definition  ;)  jr 

K"**.  ^=ef?i-' 
4.  Setzen  wir  in  (5)     f[  =  grad  ^, 
so  wird  wegen  (n) 

ATT-     ^    \  ^hli.^  ±.  l-b^h.^  A.  A.^ji^i^JL\       rQ^ 

e^e^e^Xdu    e,     du  ^  Bv    «,     dv  '^  dw    «,    airf       ^^^ 
In  Zylinderkoordinaten  ergibt  sich; 

in  Kugelkoordinaten; 

A  77-  i .il  +  _J ^±  4.        ^        ^_^  .  (^"\ 

"^       r»      ar      ^r'iin^        ?^        ^  r»sin'^  a<p«  ^^  '^ 
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Anstatt  des  ersten  Terms  auf  der  rechten  Seite  kann  man 
auch    — ö-i-  schreiben,  so  «laß  auch 

^  ^  =  r  "äT^  +  ^^^i^     -yr   -  +  r-««in-^  ä^«      ^^r^'         (^    ) 
q.  5.   Wenden   wir  die  Definition 

('    o)^  *  dw  ^  aus  Kapitel  II  §  3  (1)  S.  35 


CjCLTV 


^^  auf   das    Flächenelement    mit    den 

-  ^  Kanten  e^dv  und  e^dw  2^n  (Fiff.  31), 

du  Fig.  31.  2  3  V      6  /» 

so  erhalten  wir 

-  {Ke,\dw 
oder,  indem  wir  nach  dem  Taylor  sehen  Satze  entwickeln  und 
uns  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  beschränken, 

^ {%<U)  =  [gl  (e,9tj  -  gl  (e,?l,)]rf.d«;, 

also  nach  (10),  da  d6^^  =  e^e^dvdw  ist. 

Ebenso  wird         rot.  Sl  =  ->-  (^  -  ?5^")  (11) 


3.  Die  Potentialgleichuiig  und  die  Wellengleichuiig. 

Die  Laplacesche  Gleichung  AU=  0  lautet  in  Kugelkoor- 
dinaten, wenn  U  nur  von  r,  aber  nicht  von  d-  und  (p  abhängig 
ist,  wegen  §2  (9")  ^^^dU 

'    ^'^  ^  0.  (1) 


dr 
Die  Integration  ergibt       U  ==  -  -h  6,  (2) 

wo  a  und  6  Integrationskonstanten  sind. 

Wir  haben  also  für  a  =  1  und  5  =  0  das  partikulare  Integral 

U^l,  (2') 
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wo  r  den  Abstand  des  variablen  Punktes  Ton  einem  festen  Punkte/) 
bedeutet.  Da  wir  in  den  Formeln  von  Kap.  II  §  5  S.  43  Endlich- 
keit der  betrachteten  Größen  vorausgesetzt  haben,  darf  p  nicht 
im  betracntt'ten  Raum  S  liegen,  weil  T  dort  unendlich  würde. 
Für  zwei  Skalare  ü  und  V  gut  nach  S.  43  (2) 

JM'^-  ^^'^)^<^-/(^'^^'-  ^^^^)'^     (^) 

Wollen    wir   U  -=         setzen    und 

liegt;  p  in  S,  so  können  wir,  um  p  aus- 
zuschalten, eine  Kugel  vom  Radius  a 
um  p  schlagen,  und  den  Kugelraum 
nicht  mit  zu  S  rechnen  (Fig.  32  a). 
Den  so  veränderten  Raum  nennen  wir 
5';  auf  ihn  dürfen  wir  obige  Formel 
(3)  anwenden,  müssen  aber  die  Kuffel- 

.  .  Fig   82». 

Oberfläche  mit  zu  6  rechnen,  auf  ihr 

fällt  die  äußere  Normale  von  S'  mit  —  a  zusammen  (Fig.  32a). 
Da  A  r  =  0  ist  wegen  (2'),  so  haben  wir 

/-— rf5'=  I  {---   -  V—)d6 
r  J    \r  dn  dnj 

wenn  da  das  Oberflächeuelement  der  Einheitskugel  ist  (also 
da  =^  a^da  auf  der  Kugeloberfläche  vom  Radius  a). 

Nun  ist  a  1  /;.  n 

Folglich 

Lassen  wir  jetzt  die  Kugel  sicli  immer  mehr  zusammenziehen, 
so  wird  S'  =  Sj  das  letzte  Glied  rechts  verschwindet,  weil  lim 
a  -=  0  wird,  /  Vdcs  wird  4.-r  V^,  wenn  V„  den  Wert  von  V  im 
Punkte  p  bedeutet,  und  wir  haben 
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Betrachten  wir  dea  unendliclien  Raum,  und  verschwindet  V 
im  Unendlichen  wie  - ,  so  fallt  das  Oberflächenintegral  in  (7) 
fort,  und  es  bleibt  __  f'AV  -.^  zon 

Liegt  nun  die  Poissonsche  Gleichung 

AF=-p  (9) 

vor,  wo  Q  eine  gegebene  Ortsfunktion  ist,  so  haben  wir  eine 
Lösung  /*  „ 

Hier  bedeutet,  um  es  noch  einmal  hervorzuheben,  q  die  Orts- 
funktion in  dem  variablen  Punkte  des  Integrationsgebietes  S, 
r  den  Abstand  dieses  variablen  Punktes  vom 
festen  Punkte  p,  dann  ist  F  in  ^  durch  (10)  be- 
stimmt. Bei  der  Ausführung  der  partiellen  Inte- 
gration in  Kap.  II  §  5,  durch  welche  die  Flächen- 
integrale in  (4)  auftreten,  ist  bis  jetzt  still- 
schweigend die  Stetigkeit  von  V  und  seinen  ersten 
Differentialquotienten  vorausgesetzt.  Ist  an  be- 
a-y  stimmten  Flächen  6  p-  unstetig,  so  müssen  auch 

Fig.  88  b.  diese  Flächen  ausgeschaltet  und  ihre  beiden  Seiten 

mit  zur  Begrenzung  von  S'  gerechnet  werden  (Fig.  32b).  Die  po- 
sitive Normale  ist,  wie  immer,  die  äußere  Normale  der  Oberfläche 
des  Raumes  /S',  weist  also  auf  die  ausgeschaltete  Fläche  6  hin. 

Da  r  stetig  ist,  gibt  das  Integral  /   V  J^^d&j  genommen  über 

die  in  Fig.  32b  punktierte  Fläche  in  (7),  keinen  Beitrag,  wohl 

aber  /     ^d<s.    Führen  wir  eine  Normale  w  an  tf  ein,  so  fällt 
J  r  dn 

die  äußere  Normale  rechts  von  a  mit  —  «,  links  mit  -1-  n  zu- 
sammen, da  man  die  punktierte  Fläche  um  <y  zusammenziehen 
kann,  und  man  erhält 
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Jetzt  folgt  aus  (7) 

eiue  gegebene  Ort^jfuuktion,  so  wird  wegen  (9)  und  (9') 

Genau  analoge  Betrachtungen  können  wir  an  die  Gleichung 

AU-\-PU±0  (11) 

anknüpfen,  die  in  der  Theorie  der  Wellen  von  Wichtigkeit  ist. 

Suchen  wir  ein  partikulares  Integral,  welches  von  den  beiden 
Kugelkoordinaten  -9-  und  <p  unabhängig  ist,  so  schreibt  sich  (11) 
auf  Grund  von  §  2  (9'") 

y-^+lcnr^O,  (12) 

Setzen  wir  für  den  Augenblick  rü  '=  W,  so  lautet  (12) 

(12)  '-^  +  A'^ ^y  -  0,     also  ist     W  =  r± '*', 

wie  sich  durch  Differentiation  sofort  bestätigen  läßt,  d.  h. 

U-'-^  (13) 

ist  ein  partikulares  Integral  von  (11). 

Setzen  wir  in  (3)  für  U  den  Wert  aus  (13)  ein,  nachdem  wir 
wieder  um  p  eine  Kugel  konstruiert  haben,  so  ergibt  sich 

+  ikr 


J'\"  (Av  +  t'näS--J{^  %  -  r-ji-  jrf. 

Wir  ziehen  die  Kugel  wieder  in  den  Punkt  p  zusammen  und 
lassen  die  Fläche  G  ins  Unendliche  rücken,  wo  das  Oberflächen- 
integral verschwindet,  da  Y  dort  wie  ,  verschwinden  soll.  Dann  ist 

\:ty,~~-ij'~l'\t.Y^l^V)dS.  (15) 
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Liegt  die  Gleichung     AF  +  Ä:*F  =  -  ()  (16) 

vor,  wo  Q  gegebene  Ortsfunktion  ist,  so  ergibt  (15)  eine  Losung 

Dieses  Resultat  werden  wir  später,  gebrauchen. 


4.  Zerlegnng  eines  Vektors  in  einen  Potentialvektor 
und  einen  solenoidalen  Vektor. 

Wir  hatten  Kapitel  II  §  5  S.  45  gesehen,  daß  ein  Vektor 
eindeutig  gegeben  ist,  wenn  seine  Divergenz,  seine  Rotation 

gegeben  sind  und  er  im  Unendlichen  wie  --^^)  verschwindet.  Jetzt 
handelt  es  sich  darum,  diesen  Vektor  selbst  zu  finden. 

Es  sei  also  div  ^  =  (>  (1) 

rot  ^  =  3,  (2) 

wo  Q  und  S  gegebene  Größen,  und  zwar  q  einen  Skalar,  3  einen 
Vektor  bedeuten.  3  ist  nicht  ganz  willkürlich,  denn  aus  (2)  folgt 
mit  Hilfe  der  Gleichung  (1)  der  Formeltabelle,  daß  die  Bedingung 
besteheil  muß  div  3  =  0.  (2') 

Wir  zerlegen  21  in  die  Summe 

2t  -=  2(i  +  Sl,  (3) 

und  bestimmen  §(  durch  Dekomposition  so,  daß 
div  'ä,-=Q  (a)         rot  %   -  0  (b) 
div  51,  =  0  (c)         rot  ^r^  ---  3  (d) .  ^   ' 

Finden  wir  Lösungen  für  %  und  %y  die  der  Bedingung  im 
Unendlichen  genügen,  so  sind  es  die  einzigen  existierenden 
Lösungen,  da  wir  ja  den  Eindeutigkeitsbeweis  erbracht  haben. 
§(i  ist  ein  Potentialvektor,  SI,  ein  solenoidaler  Vektor.    Zu- 
nächst möge  5li  berechnet  werden. 

Wegen  (4b)  können  wir  unter  Berücksichtigung  von  Kap.  II 
§  4,  3  S.  38  setzen         ^  =  -  gi-ad  U.  (5) 

Also  ergibt  sich  aus  (4)  mit  Hilfe  von  (n) 

ACr--(».  (6) 

1)  oder  wenigstens  stärker  als  r"*'«. 
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Ein  Integral  lautet  nach  §  3  (10)  S.  56: 

Hier  bedeutet  grad  die  Differentiation  nach  den  Koordinaten 
von  p  (x,  y,  e\  die  in  r  vorkommen,  während  in  q  nur  die  Ko- 
ordinaten des  variablen  Punktes  p  {x*  y  e)  des  Integrations- 
raumes S  enthalten  sind. 

(7  wird  das  skalare  Potential  genannt. 

Um  2(j  zu  finden,  setzen  wir  versuchsweise*^ 

§(3  =  rot  39,  (9) 

wo  33  ein  neuer  Vektor  ist;  dann  ist  (4c)  wegen  (1)  von  selbst 
erfüllt,  und  es  wird  wegen  (4d) 

rot  rot  S  =  3  (10) 

oder  wegen  (o)  grad  div  53  —  AS3  =-  3  •  (11) 

Diese  Gleichung  wird  am  einfachsten,  wenn 

divS3  =  0,  (12) 

?nrd.^)  Dann  lautet  sie  nämlich 
(13)  AS3 3,     und     ^--fjl^dS  (14) 

ist  wegen  §  3  (10)  S.  56  eine  Lösung  von  (13). 

Weisen  wir  noch  nach,  daß  die  div  von  (14)  Null  ist,  so  ist 
33  auch  eine  Lösung  von  (11). 

Es  ist  nach  (14) 

div  S  =  ;^/div,  (I)  dS  =  ±^f{%  grad,  i)  dS;      (15) 

denn  3  ist  nicht  von  x,  y,  z,  sondern  nur  von  x',  y',  z'  abhängig. 

Nun  ist     r«  =  (a;  -  x)*  -h  (y  -  y'Y  +  (^  -  /)*, 
also  gradp  ^  =-grady-. 

Es  folgt        div  33  -  -  ^f{%  grady  ^-)  dS .  (16) 

(s)  ergibt  (3,  grad,.  i)  =  div^^  |  -  i  div,.  3  (17) 

1)  Denken  wir  uns  für  den  Augenblick  9t,  gegeben,  so  ist  dnrch  (9) 
^  nur  bis  auf  einen  additiven  Gradienten  bestimmt  wegen  (m);  durch 
(18)  ist  dieser  Gradient  dann  näher  bestimmt. 

6»ns,  VcktorMuOjtis.  4.  AufL  6 
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Substitution  von  (17)  in  (16)  und  Anwendung  des  Gauß- 
schen  Satzes  liefert 

dir^  =  -J-f^d6  +  ^f^^dS.  (18) 

4:7tJ    r  inj      r  ^      ^ 

Da  %  im   Unendlichen  verschwinden    soU  wie    -^ ,  so  ver- 

.1  ^ 

schwindet  3  =  rot  51  dort  wie  -g ,  femer  gilt  (2'),  also  ist 

div  33  =  0  (19) 

und  demnach  (j^4)  ein  Integral  von  (11). 

33  wird  Vektorpotential  genannt  wegen  der  Analogie  von 
(7)  und  (14).    (9)  ergibt 

d.  h.  unser  Versuch,  %^  als  rot  eines  anderen  Vektors  darzustellen, 
ist  geglückt,  und  es  ist  damit  auch  der  am  Ende  von  Kap.JI  §  3 
S.  38  versprochene  Beweis  geführt,  daß  jeder  solenoidale  Vektor 
als  Rotation  eines  anderen  Vektors  darstellbar  ist.  (8)  und  (20) 
ergeben  mit  Hilfe  von  (1)  und  (2) 

5t  =  -g-d,/%^<..  +  rot/^^...  (21) 

Da  infolge  des  Eindeutigkeitsbeweises  nur  eine  Lösung  für 
%  möglich  ist,  stellt  (21)  die  Lösung  dar. 

Diese  Betrachtungen  sind  z.  B.  wichtig  für  die  Theorie  des 
Magnetismus;  die  magnetischen  Feldlinien  haben  z.  T.  Endpunkte 
(durch  permanenten  Magnetismus  erzeugt),  z.  T.  verlaufen  sie  in 
geschlossenen  Bahnen  (durch  stationäre  Ströme  erzeugt).  (21) 
sagt  aus,  daß  die  Teilfelder  des  permanenten  Magnetismus  und 
der  elektrischen  Ströme  sich  einfach  superponieren,  und  zeigen,  wie 
die  Feldstärke  51  sich  aus  der  freien  magnetischen  Dichte  div  21  =  p 
und  aus  der  sogenannten  freien  Strömung  rot  St  =  3  berechnet. 

5.  Mechanische  Deformationen. 

Um  uns  ein  Bild  von  der  kinematischen  Bedeutung  der  be- 
trachteten Vektoren  zu  machen,  wollen  wir  zunächst  die  Bewegung 
eines  starren  Körpers  studieren. 

Diese  bestehe  in  einer  Rotation  um  eine  Achse  mit  der  mo- 
mentanen Winkelgeschwindigkeit' H).    Wir  können  dieselbe  als 
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Fig.  84. 


Vektor  darstellen,  der  mit  der  Drehachse  zusammenfallt ,  und 
dessen  Betrag  [  Xo  \  ist. 

Vom  Anfangspunkt  0  des  Vektors  Xo  ziehen  wir  den  Radius- 
vektor r  nach  einem  beliebigen  Punkte  p,  dann  ist  die  Ge- 
schwindigkeit U  in  p  y  ^  [-jp^  y].  (1) 

denn  die  Richtung  von  ö  ist  senkrecht  zur  Ebene,  die  durch  r 
und  xo  gebildet  wird,  und  der  absolute  Wert  ist  |  to  |  •  |  r  j  sin  (in,  r) 
jjj     « I  to  { •  (>  (Fig.  33),  wo  Q  den  Abstand  des  Punktes 
p  von  der  Drehachse  bedeutet. 

Hat  der  Körper  außerdem  noch  eine 
translatorische  Bewegung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Oq,  so  ist 

ö»t)o  +  [n),r].  (2) 

Um  die  Rotationsgeschwindigkeit  XO 

(X  ,  durch  die Weggeschwin- 

^     digkeit  0  auszudrücken, 

bilden  wir  die  rot  von 

(2),  dann  ergibt  sich,  da  %  und  ttJ  räumlich  konstant  sind: 

rot  0  —  rot  [in,  r] .  (3) 

Wegen  (q)  folgt:     rot  ö  —  tt)  div  r  —  (tu  grad)  r .  (4) 

Um  div  r  abzuleiten,  wenden  wir  die  Definition  der  Divergenz 
auf  den  Kegelstumpf  des  körperlichen  Winkels  d(o  und  der  Höhe 
dt  an  (Fig.  34).  Die  Mantelfläche  gibt  keinen  Beitrag  zn  Jx^da, 
während  die  Grundflächen  die  Beträge  {r  -  r^d(o\^^^  bzw. 
—  (r  •  r'dc}\  geben,  so  daß     div  r  =  3 

folgt.  Ferner  ergibt  sich  nach  der  Definition  von  (Ä  grad)  35  auf 
S.  41  (tt)  grad)  r  =  in ; 

folglich  ist  rot  ö  =  2n) .  (5) 

Die  rot  der  Weggeschwindigkeit  ist  gleich  der  dop- 
pelten Drehgeschwindigkeit. 

Daher  erklärt  sich  der  Name  Rotation  fttr  die  Vektor- 
operation. 

Um  eine  interessante  kinematische  Beziehung  abzuleiten,  zer- 
legen wir  die  konstante  Geschwindigkeit  X)q  in  zwei  Komponei  ten 
parallel  und  senkrecht  zu  XO. 

5* 
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Dazu  benutzen  wir  die  Formel  (\)  und  erhalten 

f. = '^^:^  w + [^{^]]  -  *» + [»-  0]  -     (6) 

wo  zur  Abkürzung     [^''^J"]  =  a;       -^,"  =  & 

gesetzt  ist.    Substituieren  wir  (6)  in  (2),  so  ergibt  sich 

ö  =  [ro,  a -fr] -f-ttt).  (7) 

Der  erste  Term  rechts  ist  aber  eine  Drehung  mit  der  Dreh- 
geschwindigkeit XO  um  eine  zu  Xo  parallele  Achse  durch  einen 
Punkt  O'f  den  man  erhält,  wenn  man  in  0  den  Vektor  —a  =  00' 
abträgt  (Fig.  33). 

Die  momentane  Bewegung  eines  starren  Körpers 
läßt  sich  also  im  allgemeinsten  Falle  als  Drehung  um 
eine  Achse  und  Translation  in  Richtung  dieser  Achse, 
d.  h.  als  Schraubung,  darstellen. 

Die  Lage  dieser  Achse  ist  unabhängig  von  der  speziellen 
Wahl  der  Richtung  des  Vektors  a,  die  ja,  wie  aus  der  Ableitung 
der  Formel  {\)  in  Kap.  I  §  6  hervorgeht,  noch  in  gewissem  Grade 
willkürlich  war.  Der  Betrag  von  [a,  lü]  muß  nämlich  gleich  der 
Komponente  von  ö^  sein,  die  senkrecht  zu  lü  steht,  also  muß 

|a|  •  |ttj|sin(a,tt))  =  |  üq  I  sin(t)o,tt)) 

sein;  er  ist  also  gegeben,  da  \)q  und  tu  gegeben  sind.  Somit  ist 
der  Abstand  |  a  |  sin  (a,  Xo)  des  Endpunktes  des  Vektors  a  von 
der  Achse  des  Vektors  tt),  d.  h.  der  Abstand  der  neuen  Drehachse 
von  der  alten,  festgelegt. 

Ist  ferner  ein  Vektor  Ü  als  Geschwindigkeitsvektor  eines  de- 
formierbaren Körpers  gegeben,  dessen  div  nicht  verschwindet, 
während  seine  rot  Null  ist,  so  wissen  wir  aus  dem  Vorigen,  daß 

die  Teilchen  nicht  rotieren.  Nun  steUt  aber  /  Xy^dö  das  Volumen 
Materie  dar,  welches  mehr  aus  dem  Räume  S  mit  der  Ober- 
fläche 6  in  der  Zeiteinheit  herauskommt  als  hineingeht;  hat  dieses 
Integral  einen  positiven  Wert,  so  müssen  also  Dilatationen  der 
Materie  stattfinden,  und  da  nach  dem  Gau ß sehen  Satze 
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ißt,  80  bedeutet  div  0  die  Volumdilatation  der  Volumeneinheit, 
wir  haben  es  also  mit  einer  Drehung  zu  tun. 

Im  vorigen  Paragraphen  sahen  wir  nun,  daß  wir  jeden  Vek- 
tor ö  zusammensetzen  können  aus  einem  Potentialvektor  und 
einem  solenoidalen  Vektor.  Die  kinematische  Bedeutung  ist  die, 
daß  wir  eine  beliebige  Verschiebung  in  jedem  Moment  auffassen 
können  als  zusammengesetzt  aus  der  Verschiebung  eines  starren 
Körpers  (einer  Schraubung)  und  einer  Dehnung  jeden  Volum- 
elements. 

IV.  TeBSoren. 

1.  Lineare  Yektorfanlitionen; 
Definition  und  geometrische  Dargtellnng  eines  Tensors. 

Es  seien  drei  im  Räume  aufeinander  senkrechte  Richtungen 
a,  6,  c  und  drei  beliebige  Zahlen  werte  TC^yit^i  n^  gegeben.  Ferner 
existiere  ein  Vektor  %.  Dann  möge  33  eine  lineare  Vektorfunktion 
von  %  genannt  werden,  wenn  die  Gleichungen 

A-^.%  (1) 

gelten.  Hier  bedeuten  21^  und  ^^  die  a  Komponenten  des  Vektors 
§1  bzw.  33. 

Diese  Gleichungen  wollen  wir  in  die  eine 

33  =  {%)%  (2) 

zusammenfassen. 

Der  so  definierte  Vektor  33  ist  auf  Grund  seiner  Definition 
von  einem  Koordinatensystem  ganz  unabhängig. 

Ist  ^a^  ^b'^^ci   S^  g^^^  (^)   *^ 

33  =  jr2l  (3) 

über.  Man  kann  also  die  durch  Gleichung  (2)  an  gedeutete  Operation 
als  Verallgemeinerung  der  Multiplikation  eines  Vektors  mit  einem 
Skalar  auffassen. 

Der  wesentlichste  Unterschied  zwischen  der  nach  (2)  zu  bilden- 
den linearen  Vektorfunktion  und  der  durch  (3)  dargestellten  Multi- 
plikation ist  der,  daß  im  letzteren  Falle  der  resultierende  Vektor  33 
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die  Richtung  von  31  hat,  während  im  ersteren  Falle  51  und  35  im 
allgemeinen  einen  Winkel  miteinander  bilden. 

So  ist  z.  B.  in  einem  isotropen  Körper  die  elektrische  Er- 
regung 3)  der  Feldstärke  @  proportional 

^  =  «@,  (4) 

wenn  «  die  Dielektrizitätskonstante  des  Mediums  bedeutet.  In 
einem  Kristall  dagegen  findet  man  ^,  indem  man  die  Feldstärke  (S 
auf  drei  im  Kristall  festliegende,  aufeinander  senkrechte  Rich- 
tungen a,  by  Cf  die  sogenannten  Hauptachsen  des  Kristalls,  proji- 
ziert und  die  Projektionen  mit  den  Hauptdielektrizitätskonstanten 
€^j  Sf,,  6^  multipliziert,  so  daß  man 

%-^a^a'.     2),=  a,@,;     ^,=  £.@,  (5) 

oder  ^  =-(£)©       erhält.  (6) 

Während  also  in  isotropen  Medien  die  elektrische  Erregung 
stets  dieselbe  Richtung  wie  die  Feldstärke  hat,  ist  dies  bei  Kristallen 
im  allgemeinen  nicht  der  Fall. 

Den  Inbegriff  der  drei  Richtungen  «,  6,  c  und  der  ihnen  zu- 
geordneten Zahlenwerte  üt-^,  n^^j  7t^  nennt  man  einen  Tensor,  und 
zwar,  da  die  Richtungen  a,  6,  c  als  aufeinander  senkrecht  an- 
genommenwurden, einen  symmetrischen  oder  orthogonalen 
Tensor.  Auf  diese  symmetrischen  Tensoren  woUen  wir  uns  be- 
schränken. 

Beispiele  solcher  Tensoren  sind  die  Spannungen  eines 
elastischen  Körpers,  die  Wärme-  oder  elektrische  Leitfähigkeit 
eines  Kristalls. 

Ein  Tensor  ist  durch  sechs  Zahlenangaben  bestimmt.  Um 
nämlich  die  Richtung  a  im  Räume  anzugeben,  sind  zwei  Zahlen- 
angaben nötig.  Nachdem  a  festgelegt  ist,  wird  die  Richtung  h 
in  der  zu  a  senkrechten  Ebene  durch  eine  weitere  Zahlenangabe 
bestimmt.  Die  Richtung  c  ist  dadurch  als  die  auf  a  und  h  senk- 
rechte Richtung  bereits  mitgegeben,  wenn  man  vorschreibt,  daß 
die  Richtungen  a^byC  in  dieser  Reihenfolge  ein  Rechtssystem 
sein  sollen.  Zu  diesen  drei  Zahlenangaben  kommen  noch  die  drei 
Zahlenwerte  :r^,  ä^,  ä^,  so  daß  sich  im  ganzen  sechs  Bestiramungs- 
stücke  ergeben. 
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In  symmetrischer  Weise  lassen  sich  die  Richtungen  a,  5,  c  in 
einem  kartesisehen  Koordinatensystem  durch  ihre  Richtuugs- 
kosinus  gegen  die  Koordinatenachse  a:,  y,  e  mit  Hilfe  des  fol- 
genden Schemas  angeben: 


(7) 


X 

y 

z 

a 

«1 

«t 

H 

h 

A 

A 

A 

c 

yx 

n 

rs 

Das  bedeutet,  daß  der  Richtungskosinus  zwischen  a  und  a; 
gleich  Oj,  zwischen  6  und  e  gleich  /Sj  ist,  usw. 

Die  Größen  «i,  «j,  ...  7^3  sind  nicht  unabhängig  voneinander, 
sondern  es  bestehen  zwischen  ihnen  die  bekannten  sechs  von- 
einander unabhängigen  Relationen  zwischen  den  Richtungskosinus 
der  Achsen  zweier  Koordinatensysteme,  so  daß  in  Wahrheit  auch 
nur  drei  voneinander  unabhängige  Größen  in  (7)  auftreten,  genau 
so  wie  bei  der  ersten  Art  der  Festlegung  der  Richtungen  a,  6,  c. 

Nach  (7)  ist       51,  =  %^a^  +  %^a^  -f  %^^ 

5r,=  ^,A  +  V^  +  ?iA  (8) 

so  daß  sich  nach  (1) 

a5»=«6CMi  +  2r,/3,  +  si.A)  (9) 

33.  =  ^X%V,  +  \yt  +  %r^),     ergibt. 
Darch  Maitiplikation  der  drei  Gleichaugen  (9)  mit  a,  bzw.  ^, 
bzw.  y,  und  darauf  folgende  Addition  erhält  man  nach  (7") 

+  ^^(^««1^2  +XAA  +  ^c^yt) 

und  in  analoger  Weise 

+  ^.(^a«.*  +  ^.A'+^cy,')  (10) 
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oder  S5,=  ^,,H,+  ;r,^^^+:r,,§l, 

«,=  ^,.5r,+  :r^,5(^4-:r^A  (H) 

33,=  ^..3t,+  ^.A  +  ^«A, 
wenn  ;r^^  =  :7r„ai2  +  :t^ß^^  +  j;r,yi* 

^y«  =  ^,y  =  ^««20^3  +  ^ftft  A  +  ^c^n 
^zx-  ^x.=  ^a«3«l  +  ^ftÄA  +  J^c^Sri 

^xy  =  ^yx  ==  =^a«^i  «f  +  ^bßi  ßi  +  ^c^i  ^2     bedeuten. 
Das  skalare  Produkt  {%  33)  =  {%  (tc)  31)  hat  den  vom  Ko- 
ordinatensystem unabhängigen  Wert 

{%{7tm)  =  7t,,%'+^,,%,'+  ;r,,5l/+  27t^,%^,+  .  • .    (13) 

Ersetzen  wir  den  Vektor  5(  durch  die  Verbindungslinie  r  eines 
festen  Punktes  0  nait  dem  variablen  Punkte  P  und  nehmen  0  zum 
Anfangspunkt  eines  Koordinatensystems,  in  dem  P  die  Koordi- 
naten Xy  y,  J2  hat,  so  wird  nach  (13) 

(r,  {7t)  r)  =  Tt^^x^  +  ^yyV^  +  ^,^e^  +  2:ry,y;p  +  •  •  •       (14) 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  P,  für  welche 

(r,(;r)r)  =  l  (15) 

ist,  ist  die  Mittelpunktsfläche  zweiten  Grades 
2  ^(x,y,z)  =  7c^,x'  +  n^y  +  tc^^  +  27t^,yg  + . . .  _  1  ==  0.     (16) 

Es  kann  der  Fall  vorkommen,  daß  bei  gegebenen  jt  die  (P^'^ 
keinen  einzigen  reellen  Punkt  besitzt;  dann  ist  die  Fläche 

(r,(;r)r)=-l  (150 

oder  20(x,y,js)^7C^^x^ -{-'"  + 1^0     reell.  (16') 

In  vielen  Fällen  ist  es  durch  die  physikalische  Natur  eines 
Tensors  schon  sichergestellt,  daß  die  ihn  charakterisierende  0^'> 
ein  Ellipsoid  ist,  deshalb  wollen  wir,  wenn  Mißverständnisse  aus- 
geschlossen sind,  einfach  von  dem  Tensorellipsoid  sprechen, 
auch  wenn  es  nicht  sicher  ist,  daß  die  0^'^  ein  Ellipsoid  darstellt. 
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Das  durch  (16)  bzw.  (16')  gegebene  Tensorellipsoid  ist 
vom  Koordinatensystem  unabhängig;  es  kann  direkt  als  Re- 
präsentant des  Tensors  %  aufgefaßt  werden. 

Wir  wollen  jetzt  den  Wert  des  skalaren  Produkts  (21,  {n)  21), 
wie  er  durch  Gleichung  (13)  gegeben  ist,  auf  ein  anderes  Ko- 
ordinatensystem Xf  y'j  z  umrechnen,  um  die  Transformations- 
formebi  der  x  von  einem  Bezugssystem  auf  ein  anderes  kennen 
zu  lernen. 

Die  Systeme  :r,  t/,  z  und  x\  y\  z  mögen  die  durch  das  Schema 


(17) 


gegebenen  Richtungskosinus  besitzen.  Dann  ist 

8t,=  9tv'!>  +  «^'!.+  2U8  (18) 

Setzt  man  diese  Werte  in  (13)  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
der  Form 

(«(:r)2l)  =  (r,(^')^0  =  ^^,%J  +  V,.  V  +  -^^.'^/ 
-h  2Äy,,,§(y,§I,,  +  •  •  •,     wenn  wir 

^n^ri^^^y  (20) 

^.'x*  =  58fl^xx+  1?3^1^yy  +  ^3^1^,,  +  {Vi^l  +  ^l^s)»,. 

+  (^1  ii  +  ^2  ^i):r,,  -f  (S,  i?2  +  ^2^i)^xv       schreiben. 


(19) 
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Addiert  man  die  ersten  drei  Gleichungen  (20)  und  macht  von 
den  Orthogonalitätseigenschaften  der  Koeffizienten  Gebrauch,  so 
erhält  man      :>r„+^„  +  ;t„=-»^^  +  Jt^,^  +  M.....  (21) 

Die  Summe  der  Größen  it  mit  gleichen  Indizes  ist 
gegenüber  einer  Koordinatentransformation  invariant. 

Will  man  umgekehrt  die  n^^  usw.  durch  die  %^,^  usw.  aus- 
drücken, so  hat  man  anstatt  (18)  das  Gleichungssystem 

3t«'=2t«S.  +  V^i+2lÄ  (22) 

USW.  zu  bilden  und  in  die  Gleichung  (19)  einzusetzen.  Auf  diese 
Weise  ergibt  sich 

+  2^152^,',' 

-\-2^,^,7t^,^,  (23> 

^y.  =  Vl^l^x'x'  +  ^2-^2  ^yy  +  Vs^i^z'z'  +  (^8^3  +  Vs^i)^y',' 

+  (^3  ^1  +  Vi  ^3)  ^^'x'  +  (Vl  ^i  4-  ^2  ^l)^x'y' 
^zx  =  ^1  ?1  ^a-a;'  +  -^2  52^^'/  +  ^s  U^t'z'  +  (-^2  ^3  +  "^S  Q^y'»' 


n 


xy 


=  Si^i^x'x'  +  iiVi^yy  +  ?8^3^,'.'  +  (^2^8  +  tsVi)^y,' 


+  {tiVl  +  iiVz)^,'x'  +  (^1^/2  +  52^l)^x'y  • 

Wir  wissen  aus  der  analytischen  Geometrie,  daß  es  eine  und 
nur  eine  Koordinatentransformation  gibt  (abgesehen  von  einer 
Vertauschung  der  Reihenfolge  der  Achsen),  welche  das  Tensor- 
ellipsoid  (16)  auf  seine  Hauptachsen  bezieht.  Diese  fallen  aber 
mit  den  Richtungen  a,  h,  c  zusammen,  denn  für  diese  Richtungen 
gilt  nach  (1)    33^  =.  ^^51^.     33^  _  ^^^^.     ^^  _  ^^<^^^  also  wird 

(%  {%)  21)  =  (H,  33)  =  n,^,'  +  ;r,  V  +  ^c^c*-  (24) 
Bilden  wir  wie  früher  (r,  {n)  r),  indem  wir  in  (24)  Sl  durch  r 
ersetzen,  und  nennen  die  Komponenten  von  r  bezüglich  eines 
Koordinatensystems,  das  den  Richtungen  a,  6,  c  parallel  ist, 
X,  Yy  Zy  so  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Tensorellipsoids  in 
der  Form  ^^  x^  +  ;r,  F«  +  n;,^^  -  1  =-  0  (25) 
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Die  Halbachsen  desTeusorellipsoids  haben  also  die  Richtungen 
a.  /',  r  ihre  Größe  sind  resp. 

,/   5    -7^;       '   •  (26) 

Somit  ist  das  Ellipsoid  durch  den  Tensor  tc  und  umgekehrt 
der  Tensor  durch  das  ihn  repräsentierende  Ellipsoid  bestimmt. 

Femer  folgt  aus  (25),  daß  der  Wert  der  in  (21)  berechneten 

Invarianten     «„  +  «^^  + «..  =  ;»„  +  «.  +  «,     ist  (27) 

Sodann  erkennen  wir  aus  (25),  daß  in  dem  auf  die  Haupt- 
achsen bezogenen  Koordinatensystem  die  Größen 

^.-^,,  =  ^.,  =  0     sind.  (28) 

Hat  ^  die  Richtung  einer  der  Hauptachsen  des  EUipsoids, 
so  ist  33  =  (n)^  dem  Vektor  21  parallel,  wie  sich  aus  (1)  er- 
gibt, während  im  allgemeinen  5t  und  33  nicht  dieselbe  Rich- 
tung haben. 

Mann  nennt  ;r^,  ar^,  :t^  die  Hauptwerte  des  Tensors  n. 

Im  folgenden  wollen  wir  zeigen,  wie  man  mit  Hilfe  des  Ten- 
sorellipsoids  aus  dem  Vektor  21  den  Vektor  33  geometrisch  findet. 

Die  Tangentialebene  der  Fläche  2  O  =-=  0  im  Punkte  P  (x,  y,  z) 
hat  die  Gleichung 

||(._g)  +  ||(,_,)  +  ||(,_j)  =  0,         (29) 
wenn  J,  iy,  J  die  laufenden  Koordinaten  der  Tangentialebene  sind. 

Da  aber  nach  (16)    |*^  +  |*j,  +  ||  .  =  1 
ist,  so  haben  wir  ^^*  |  +  |f  ,  +  ^| ^  ^  ^ 

Aus  dieser  Gleichung  erkennen 
wir,  daß  das  vom  Eüipsoidzentrum 
auf  die  Tangentialebene  gefällte  Lot 
OQ  (Fig.  35)  mit  den  Koordinaten- 
achsen Winkel  bildet,  die  durch 

cos  a  :  cos  ß  :  cos  y 

dx  '  dy  '  dz  ^     ^  Fig.  $5 


70  IV.  Tensoren 


gegeben  sind,  oder  wenn  wir  >.-  ,  .  .  .  nach  (16)  bilden 

COS  a  :  cos  ß  :  cos  y 
=  (^,:^  +  ^xyy+^x/)K^x^  +  ^yy2/+^y/):(^,af^+^^2/  +  :r,/).   (33) 
Nun  sei  der  Punkt  P  (xyz)  speziell  der  Punkt,  in  welchem 
der  im  Zentrum  0  konstruierte  Vektor  %  oder  seine  Verlängerung 
das  EUipsoid  schneidet;  dann  verhält  sich 

x:y:z  =  %,:^^:%,  (34) 

also  wird  aus  (33)  mit  Berücksichtigung  von  (11) 

^x'^y'^z==  cos  aicoBß:  cos  y,  (35) 

d.  h.  der  Vektor  33  hat  die  Richtung  der  vom  Ellipsoidzentrum 
auf  die  Tangentialebene  in  P  gefällten  Normalen. 

Bringt  man  die  Gleichung  der  Tangentialebene  (31)  auf  die 
Normalform,  so  erkennt  man,  daß  die  Länge  d  des  Lots  OQ 

d  =  \-..r:.:=^-^=:  (36) 


v©'+&T+(iir 


<dy 
ist.    Nun  ist  aber  nach  (11) 

wenn  r  den  Radiusvektor  OP  bezeichnet,  der  von  0  in  Richtung 
von  31  an  das  EUipsoid  gezogen  werden  kann.  Aus  (36)  und 
(37)  folgt  |^|_j«L^  ^33) 

d.  h.  auch  der  Betrag  von  33  ergibt  sich  aus  dem  Betrage  von  §(. 

Löst  man  die  Gleichungen  (11)  nach  den  Komponenten  von 
%  auf,  so  erhält  man  3t  =  (())  ^ ,  (39) 

und  zwar  sind  nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra  auch 
die  Qn=  p«,  wenn  die  7t^J^  =  itt^,.  sind. 

Um  nun  auszudrücken,  daß  die  p  zu  den  x  in  der  einfachen 
Beziehung  stehen,  die  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen 
bekannt  ist,  wollen  wir,  wie  es  in  der  Theorie  der  linearen  Sub- 
stitutionen üblich  ist,  symbolisch 

Sl  =  (n)-'  33     schreiben.  (39) 

Ist  das  Ä-EUipsoid  gegeben,  so  ist  das  p-EUipsoid  oder  (sr)"*- 
Ellipsoid  leicht  zu  konstruieren. 
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Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  die  Gleichungen  (11)  in  einem 
auf  die  Hauptachsen  bezogenen  Koordinatensystem  hingeschrie- 
ben, also  ^^,  =  ^^,^,  9(^. 

\-^\y%  (40) 

aus  diesen  folgt  %^  =    , —  93^     usw.  (41) 

Das  (;r)''*-Ellipsoid  hat  also  dieselben  Achsenrichtungen  wie 
das  :t-Ellipsoid;  die  Hauptachsen  des  ersteren  sind  die  reziproken 
Werte  der  entsprechenden  Hauptachsen  des  letzteren. 

Ist  das  Tensorellipsoid  speziell  eine  Kugel,  d.  h.  ist  für  ein 
beliebiges  Koordinatensystem  %^^  =  n^^  =  :r„;  %^^  =  %^^  =  ;r^  =  0, 
so  wird  aus  der  linearen  Vektorfunktion  die  Multiplikation  eines 
Vektors  mit  einem  Skalar.  Insofern  das  Ellipsoid  als  eine  Ver- 
allgemeinemng  der  Kugel  aufgefaßt  wferden  kann,  ist  der  Tensor 
eine  Verallgemeinerung  des  Skalars,  wie  wir  anfangs  dieses  Para- 
graphen bereits  erwähnt  haben. 

2.  Spezielle  Tensoren.  Das  Trägheitsellipsoid. 
Die  Rreiselbewegung. 

Sind  %.  und  33  zwei  Vektoren,  so  ist 

(91,1  +  %^y  +  %,z)  {^,x  +  33,2,  +  33,^)  =  1  (1) 

ein  hyperbolischer  Zylinder,  dessen  Asymptotenebenen 

5l,a;  +  V  +  V  =  0     und     «,Ä^  +  33,y -f  93,;^  -  0 
diejenigen  Ebenen  sind,  die  durch  den  Anfangspunkt  des  Ko- 
ordinatensystems senkrecht  zu  den  betrefifenden  Vektoren  gelegt 
werden  können. 

Durch  (1)  ist,  wie  sich  aus  Vergleich  mit  §  1  (16)  S.  ^^  er- 
gibt, ein  Tensor 

St,S8,,  %,%,  «.».,  i  («,».  +  W.»,),  . . . 
definiert,  den  wir 

tens  ($(,  33)     (sprich:  Tensor  ?(33)     nennen  wollen. 
Ist  spezieU  S3  =  &2(, 

wo  h  ein  Skalar  bedeutet,  so  wird 

tens  (2(,  33)  =  6  tens  ««, 
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wo  tens  §1*  gegeben  ist  durch 

3t/,  a/,  «,',  2l,9t.,  Sl.31,,  Sl,8t,. 

Das  skalare  Produkt  aus  33  und  (n)  %  ist  natürlich  vom  Ko- 
ordinatensystem unabhängig;  wir  erhalten  es,  indem  wir  die  ent- 
sprechenden Bestimmungsstücke  der  Tensoren  n  und  tens  (51,  93) 
miteinander  multiplizieren,  die  mit  verschiedenen  Indices  ver- 
sehenen Produkte  verdoppeln  und  alle  so  erhaltenen  Produkte 
addieren.  Es  muß  also  z.  B.  ;r^^  mit  §1^93^  multipliziert  werden; 
femer  muß  it^^  mit  |  (^^93^  -|-  ^,93^)  multipliziert  und  dieses 
Glied  verdoppelt  werden,  so  daß  man  Jfy,  (51^93,  -f  51,93^)  erhält. 

Wir  wollen  für  diese  Operation  einfach  (;r,  tens  (^,  93))  schrei- 
ben und  haben  somit  die  Gleichung 

((:;r)5l,93)  =  (;r,tens(H,93)).  (2) 

Das  Trägheitsellipsoid. 

Rotiert  ein  starrer  Körper  um  eine  feste  Achse,  so  ist  nach 
Kap.  III  §  5  (1)  S.  61  seine  kinetische  Energie  T  gegeben  durch 

2T=2;mt)«  =  2:m[m,r]2  (3) 

oder,  wenn  wir  den  Abstand  q  des  Massenpunktes  von  der  Dreh- 
achse  (Fig.  33  S.  61)     ^  =  |,|  3in(tn,r) 

einführen :  2  T  =  Xo^Zm  q^  =  Kto\  (4) 

K  =  Umg^  heißt  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  bezüglich 
der  betreffenden  Drehachse. 
Da  aber 

[tu, xY  =  toh^ 8iii»(tt),  r)  =  n)*r*(l - cos^tt»,  r))  =  m'r«- (m,  r)"  (5) 

ist,  so  ist  nach  (3)  in  kartesischen  Koordinaten 

2r=Z,,n)jH-Z„tt)J  +  Z33n)H2^23nJ,tü,-f-..  =  (Z,tenstD»),  (6) 

wo  Zu  ==  2Jm  (y^  -{■  z^)  das  Trägheitsmoment  bezüglich  der  o^-Achse 
[vgl.  (4)]  bedeutet,  und  die  Zi„  Zjg,  K^^  die  Deviationsmomente 
genannt  werden,  und  zwar  ist 

K^^  =  —Zmxy , 
Setzt  man  die  rechten  Seiten  von  (6)  und  (4)  einander  gleich, 
so  ergibt  sich,  daß  das  Trägheitsmoment  K  bezüglich  einer  be- 
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liebigen  Achse  zu  dem  dieser  Achse  gleichgerichteten  Radius- 
vektor r  des  Trägheitsellipsoids 

K,,x^  +  K,,y'  +  K,,z''  +  2K,,yz  + 1  (7) 

in  der  Beziehung  Ki^  =  \.  (8) 

steht,  denn  durch  Multiplikation  der  Gleichung 

mit  ^ ,  folgt  unter  Berücksichtigung  von  (7)  die  Gleichung  (8), 
die  es  ermöglicht,  aus  einem  Radiusvektor  des  Trägheitsellipsoids 
das  Trägheitsmoment  bezüglich  des  Radiusvektors  als  Achse  un- 
mittelbar zu  berechnen. 

Die  Krelhclbewegung. 

Ist  m  die  Masse  irgendeines  Punktes  eines  starren  Körpers, 
ö  seine  Geschwindigkeit,  f  die  in  ihm  angreifende  Kraft,  dg  eine 
virtuelle  Verschiebung,  so  lautet  das  d'Alembertsche  Prinzip,  daß 
die  virtuelle  Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  Null  ist,  wo  unter  ver- 
lorener  Kraft  f  —  ^*  ^  verstanden  ist.    Es  gilt  also 

^(f-m^.<J8)=0.  (9) 

Ist  nun  0  der  feste  Drehpunkt,  r  der  Radiusvektor  von  0  nach 
einem  Massenpunkte  des  Körpers,  so  ist  [Kap.  III  §  5  (1)  S.  61] 

(J«  =  [du,r],  (10) 

WO  du  eine  virtuelle  Drehung  des  starren  Körpers  bedeutet. 
Substituieren  wir  (10)  in  (9)  und  berücksichtigen,  daß  du  für 
alle  Massenpunkte  des  Körpers  denselben  Wert  haben  muß,  so 
erhalten  wir  als  Bewegungsgleichung 

^(f-m^,  [<Ju,r])=0 

oder  nach  (f)  (du  2:[r,  f  -  m  ^^])  =  0 . 

Da  aber  du  ganz  beliebig  ist,  so  muß 

Nun  fo\^l  durch  partielle  Integration 
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da  aber  77  =  Ö  ist,  so  fällt  nach  (e)  der  letzte  Term  fort,  und 
aus  (11)  erhalten  wir  die  Bewegungsgleichung 

f  =  3i,  (12) 

wenn  wir  den  Drehimpuls     S  =  Um  [r,  t)]  (13) 

und  das  Drehmoment        3^  =  27  [r  •  f ]     einführen.  (14) 

Da  [Kap.m§5  (1)  S.  61] 

t)  =  [tt),r]  (15) 

ist,  wenn  tu  die  Drehgeschwindigkeit  bezeichnet,  so  ergibt  sich 
mit  Berücksichtigung  von  (h) 

3  =  Zmx^    tu  -2Jmx  (r,  tu)  (16) 

oder,  wie  das  Anschreiben  im  kartesischen  Koordinaten  sofort 
bestätigt,  3  =  (ir)lt).  (17) 

Hier  bedeutet  (K)  den  durch  das  Trägheitsellipsoid  (7)  bestimm- 
ten Tensor. 

Nach  (17)  ist  also  der  Drehimpuls  eine  lineare  Vektorfunktion 
der  Rotationsgeschwindigkeit  und  nach  §  1  leicht  zu  konstruieren. 

Kennt  man' in  einem  bestimmten  Moment  3,  so  ergibt  (17) 

tt)  =  (Jr)-i3. 

Besonders  einfach  ist  die  Bewegung  des  kräftefreien  Kreisels 
(91  =•  0),  denn  dann  folgt  aus  (12),  daß  der  Drehimpuls  3  ein 
nach  Größe  und  Richtung  konstanter  Vektor  ist,  woraus  sich 
a  fortiori  3'  =  Const.  (18) 

ergibt.  Ebenfalls  ist  infolge  der  Kräftefreiheit  natürlich  die  ki- 
netische Energie  T  =  Const.  (19) 

Tragen  wir  die  mit  (19)  verträglichen  Werte  von  ID  von 
einem  festen  Punkte  0  aus  nach  allen  möglichen  Richtungen 
auf,  so  ergibt  (19)  durch  Vergleich  von  (7)  mit  (6),  daß  der  End- 
punkt von  xo  auf  einem  Ellipsoid  liegt,  dem  T-Ellipsoid,  welches 
dem  Trägheitsellipsoid  ähnlich  ist. 

(18)  repräsentiert  ebenfalls  ein  Ellipsoid,  das  3-Ellipsoid,  wie 
(17)  ergibt,  und  zwar  sind  diese  beiden  Eliipsoide  konzentrisch 
und  koaxial,  und  die  Hauptachsen  des  T-Ellipsoids  sind 


i/l?     lAl     i/^? 

y  K,'  V  X '   V  K** 
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wo  JTi,  JTj,  K^  die  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  be- 
deuten, das  sind  die  Trägheitsmomente,  die  den  Hauptachsen  des 
Trägheitsellipsoids  entsprechen,  wie  sofort  durch  Transformation 
auf  die  Hauptachsen  des  J^-EUipsoids  folgt. 

Die  Hauptachsen  des  3-EUipsoidB  sind  dagegen 

iSj       iSi       .3, 
K,*      K,>      X' 

Der  Endpunkt  von  tu  liegt  nun  auf  der  Schnittkurve  beider 
Ellipsoide,  die  durch  die  in  Figg.  36,  37  und  38  dargestellten 
Typen  charakterisiert  sind.^) 

Das  T-EUipsoid  ist  in  allen 
drei  Fällen  gleich  groß  gewählt, 
das  3-EUipsoid  ist  der  Größe 
nach  wachsend,  aber  in  der  Ge- 
stalt ähnlich  bleibend   gedacht. 

^  Fig.  86. 

Da  der  Endpunkt  von  U)  auf 
beiden  Ellipsoiden  liegen 
muß,  so  können  dieselben 
sich  nicht  ausschließen, 
sondern  im  Grenzfalle  kön- 
nen die  größten  oder  die 

kleinsten  Achsen  einander  ,,     «, 

gleich  sein.    Dann  ist  die 
Schnittkurve    ein 
einziger  Punkt. 

Im  allgemeinen 
Falle  bewegt  sich 
der  Endpunkt  von 
ID  aber  auf  den  in  ^    „ 

Fig.  88. 

den  Figg.  36-38 

gezeichneten  Kurven,  den  sogenannten  Polhodiekurven  (jcdlog 
=  Pol,  6ddg=Weg),  die  ebenso  wie  die  beiden  Ellipsoide  im 
Kreisel  festliegen. 

Da  femer  nach  (17)  3  =  (^)to  ist,  so  ist  nach  (2)  und  (6) 
(3,  to)  =  2T,  (20) 

1)  Vgl.  H.  T.  Helmholtz,  Vorlesungen  über  die  Dynamik  diskreter 
MAflsenpunkte,  Leipzig  1898,  S.  326. 

0»ni,  Vektonmalysis.  4.  Aafl.  6 
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also  nach  (19)  konstant.  Da  andererseits  beim  kräftefreien  Kreisel 
3  nach  Größe  und  Richtung  im  Räume  konstant  ist,  so  folgt  aus 
(20).  daß  |w|cos(n.,  3) 

dauernd  denselben  Wert  hat,  d.  h.  der  Endpunkt  von  lü  bewegt 
sich  auf  einer  im  Räume  festen  Ebene,  die  senkrecht  zu  3  steht, 
er  beschreibt  also  auf  dieser  Ebene  eine  Kurve,  die  man  die  Her- 
polhodiekurve  (ßQjteiv  =  kriechen)  nennt.  Die  Bewegung  findet 
demnach  so  statt,  daß  die  im  Kreisel  feste  Polhodiekurve  sich 
auf  der  im  Räume  festen  Herpolhodiekurve  abwickelt  (auf  ihr 
entlang  „kriecht"). 

Die  Rotation  um  eine  der  drei  Hauptträgheitsachsen  ist  eine 
mögliche  Bewegung.  Wird  diese,  etwa  durch  einen  kleinen  Stoß, 
ein  wenig  gestört,  so  geht  im  Falle  der  Rotation  um  die  Achse 
des  kleinsten  bzw.  größten  Hauptträgheitsmoments  die  punkt- 
förmige Polhodiekurve  in  eine  kleine  geschlossene  Kurve  über, 
welche  die  betreffende  Achse  umzingelt  (Fig.  36  und  38);  die 
Rotationen  um  diese  beiden  Achsen  sind  also  stabil.  Dagegen 
löst  sich  die  Polhodiekurve  der  Fig.  37,  deren  Doppelpunkt  eine 
Rotation  um  die  mittlere  Hauptträgheitsachse  repräsentiert,  bei 
einer  kleinen  Störung  in  zwei  getrennte  Kurven  vom  Typus  der 
Fig.  36  bzw.  38  auf,  hierbei  entfernt  sich  die  gestörte  Rotations- 
achse beträchtlich  von  der  ursprünglichen,  die  Rotation  um  diese 
Achse  ist  also  labil. 

3.  Infinitesimale  Yerschiebnngen. 

Es  sei  q  der  als  stetig  vorausgesetzte  Verschiebungsvektor 
der  Volumelemente  einer  kontinuierlichen  Materie;  wir  wollen 
nach  der  Verschiebung  die  Lage  der  materiellen  Punkte  P'  des 
Mediums  in  unmittelbarer  Nähe  eines  festen  Punktes  P  unter- 
suchen. 

Die  Lage  von  P'  relativ  zu  P  vor  der  Verschiebung  sei  durch 
den  Vektor  PP'  =  d^  gegeben.  Die  Koordinatendifferenzen  zwi- 
schen P'  und  P  seien  dx,  dy,  dz\  dann  ist  es  eine  Eigenschaft 
der  kartesischen,  aber  auch  nur  der  kartesischen  Koordinaten, 
daß  die  Komponenten  des  Linienelements  gleich  den  Koordinaten- 
differenzen sind,  d.  h.  daß  di^"^  dx  usw.  ist. 
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Nach  dem  Taylorschen  Satze  ist  q  im  Punkte  P',  wenn  q^ 
den  Verschiebungsyektor  von  P  darstellt, 

q  =  qo  +  (<?3grad)q.  (1) 

Nun  wissen  wir  aus  Kap.  III  §  5  S.  61,  daß  die  Verschiebung 
eines  starren  Körpers  sich  in  der  Form 

<^i  =  Po+  2'[^otq,r/gJ  (2) 

darstellt  (vgl.  dort  (2)  und  (5)). 

Setzen  wir  q  =  qi  +  ^2»  so  muß  q,  die  Verschiebung  sein, 

die  den  Deformationen  des  Mediums  entspricht.  Aus  (1)  und  (2) 

ergibt  sich  aber  ,,^        ix      .    in,       .    -.  /«x 

^  q,  =  (rfg  grad)  q  +  ^  l^^y  ^^t  q]  (3) 

oder  in  Komponentendarstellung 

Dieser  Ausdruck  ist  seiner  Bedeutung  nach  vom  Koordinaten- 
system unabhängig.    Nennen  wir  den  Tensor 

"äf '  *  * '  1  ("äF  ^  JyP  *  ■ '  ^^^^  (sprich:  Deformation  q), 
so  können  wir  (3)  in  der  Form  schreiben 

q2  =  (defq)c?g.  (4) 

Nach  der  Verschiebung  hat  das  Linienelement  PP'  gemäß 
(3')  die  Komponenten 

^^  +  <\uy     ^y  +  <\%xi     ds  -h  q,,. 
Die  Länge  wird  somit    d^\-{-  d   d^\y  und  es  ist,  wenn  wir 
höhere  Potenzen  der  q  vernachlässigen 

(  rfg  I  +  d    rfg  :)«  =  <^g*  4-  2  I  rfS    .  d  !  rf«  I 
=  d^*  +  2  (q,,d:i:  4-  %dy  +  q„d^).  (5) 

Nach  (3)  oder  (4)  ist  aber 
(d^,  q,)  =  (rfg,  d^3)  =  (rfg,  ((f2grad)q)  =  ('df«,  (def  q)rfg) 

=  (def  q,  tens  d^^)  (61 
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oder  es  folgt  für  die  relative  Verlängerung  oder  Dehnung,  wenn 
gj  den  Einheitsvektor  in  Richtung  von  d^  bedeutet, 

i^  =  (defq,tensV).  (7) 

Stellt  man  den  Tensor  def  q  durch  das  ihn  repräsentierende 
Ellipsoid,  das  sogenannte  Deformationsellipsoid  dar,  so  kann  man 
aus  den  Radiivektoren  desselben  am  betreffenden  Orte  des  Me- 
diums für  jedes  Linienelement  seine  Dehnung  nach  der  in  §  1 
angegebenen  Methode  bestimmen,  indem  man  zuerst  nach  der  in 
§  1  S.  70  angegebenen  Methode  (def  q)gi  konstruiert  und  dann 
das  skalare  Produkt  aus  diesem  Vektor  und  ^^  bildet. 

Transformieren  wir  das  Deformationsellipsoid  auf  seine  Haupt- 
achsen, so  erhalten  wir 

Aus  dieser  Gleichung  und  (7)  folgt,  daß  die  Deformation  aus 
einer  reinen  Dehnung  (bzw.  Kontraktion)  in  Richtung  der  Haupt- 
achsen (Hauptdilationsachsen)  besteht,  so  daß  die  Volumver- 
größeining  der  Volumeinheit 

^^^^  +  ^  +  l'';  =  iiy^  (9) 

V         dx     ^    dy         cz  ^  ^  ^ 

ist,  wie  wir  schon  Kap.  HI  §  5  S.  62  fanden. 

4.  Spannungen,^) 

Unter  Spannungen  oder  Flächenkräften  versteht  man  Kräfte, 
die  zwei  benachbarte  Volumelemente  mit  dem  gemeinsamen 
Flächenelement  d6  aufeinander  ausüben.  Diese  Kräfte  sollen 
der  Größe  d6  proportional  sein  und  dem  Reaktionsprinzip  ge- 
horchen, d.  h.  die  Kraft,  die  das  eine  Volumelement  ausübt,  soll 
der  des  anderen  entgegengesetzt  gleich  sein. 

Nennen  wir  die  positive  Normale  von  dö  n,  so  sei  die  Kraft, 
die  das  auf  der  Seite  -f  n  liegende  Volumelement  auf  das  zur 
Seite  der  abnehmenden  n  liegende  ausübt,  Tl^dö. 

1)  Wegen  dieses  Paragraphen  vgl.  man  z.  B.  E.  Cohn,  Das  elektro- 
magnetische Feld,  Leipzig  1900,  S.  87  flF. 
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Der  Index  n  deutet  also  die  Stellung  von  ilö  au.  Diese  Größe 
ist  als  Kiati  natürlich  ein  Vektor,  dessen  Komponenten 

n^gdö,  n^^döf  n^,da    heißen  mögen. 

Wir  verlangen,  daß  diese  Flilchenkräfte  den  am  Volumelement 
angreifenden  Volumkräften  gleichwertig  sind,  wenn  das  Volum- 
element als  starr  gedacht  wird,  d.  h.  daß  Translationskräfte  und 
Drehmomente  identisch  sind. 

Wir  wenden  diese  Forderung  zunächst  auf  ein  unendlich 
kleines  rechtwinkliges  Tetraeder  an,  dessen  Kathetenflächen  dtf,, 
d6  ,  dö,  parallel  den  Koordinatenebenen  sind,  und  dessen  Hypo- 
tenuse dö  die  nach  außen  als  positiv  zu  rtchnende  Normale  n 
hat  (Fig.  22  S.  35). 

Dann  sind  die  a:-Komponenten  der  Kräfte  auf  die  einzelnen 
Flächendem  eilte 

^nJ^,  -  n,.d6^,  n^J<iy,  n^J^^y 

und  da  dö^  =  dö  •  cos  (n,  x)  usw.,  so  folgt 

f,(i5f=(JT„,-77„cos(n,:r)-JT^,cos(«,2/)-iT,,cos(n,^))d^.  (1) 

Da  die  linke  Seite  unendlich  klein  von  dritter  Ordnung,  dö 
aber  nur  von  zweiter  Ordnung  ist,  so  muß 

^•x  -  -^x.  cos  (w,  x)  +  n^^  cos  (n,  y)  +  n,^  cos  fn,  z) 
und  ebenso 

^ny  =  J^Ixp  cos  (w,  x)  +  H^y  COS  (n,  y)  4-  /7,y  cos  («,  z)      (2) 
J^n.  =  ^xz  cos  (w,  x)-{-  n^^  cos  (w,  y)  +  /7,,  cos  (w,  0)     sein. 

Dem  Anschein  nach  sind  also  die  Druckkomponenten  auf  eine 
beliebige  Fläche  durch  9  Größen,  nämlich  durch  die  Spannungs- 
komponenten auf  Flächen,  die  den  Koordinatenebenen  parallel 
sind,  gegeben,  doch  werden  wir  sehen,  daß  zwischen  einigen  von 
ihnen  Relationen  bestehen. 

Um  die  Volumkräfte  auö  den  Flächenfcräften  zu  bilden,  wählen 
wir  als  Volumelement  ein  unendlich  kleines  Parallelepiped  mit 
den  Kanten  dx,  rfy,  dz  parallel  den  Koordinatenachsen,  dann  ist 
die  rr-Komponente  der  auf  dieses  wirkenden  Kraft  (Fig.  19  S.  32) 

-  in,.)Jyd^Hn,:,),^,Jydz 
~iJiy,)ydzdx^{n^,)^^,^dzdx 

-{n,^),dxdy-\-(n,^),^„dxdy 


an,     a/T^     an, 

C  dx  '^  dy  '^   dz 


^)dS.  (3) 


80  IV.  Tensoren 


Wegen  der  geforderten  Äquivalenz  von  Flächen-  und  Volum- 
kräften müssen  also  die  Beziehungen  gelten 

f      ^^..     aJT,.     an,, 

'y      aoj  ^   ay   ^   a;p  w 

T* ""  ax  "^  ay  "^   a^  * 

Wir  wollen  (4)  in  der  Form  schreiben 

f  =  div  n. 

Die  Divergenz  eines  Tensors  ist  also  ein  Vektor. 

Aus  (4')  folgt  durch  partielle  Integration  mit  Benutzung  von  (2) 

ydiv  ndS  =fnj6.  (5) 

Um  die  oben  ervrähnten  Relationen  zwischen  einigen  der  ^^J^ 
zu  finden,  bilden  wir  das  Drehmoment  9^1,  um  die  ic-Achse, 
welches  das  Parallelepiped  erleidet, 

SR,  =  E{i,n„^  -  0njd0  =  (yl  -  z\^)dS.  (6) 

Dieses  ist 

{-  (yn,.  -  ^n,,)x  +  (yn,,  -  en^^),^^^\dydg 
+  {-{yn,^.-0nj^  +  {yn^,-in^^)^^^^}dzdx 
+  {-(:yn„-  ^n,^),  +  {yn,,-,n.^).^^.]dxdy 

- 1  y\-ü-  +  -äF  +  -^rj-'y-jT  +  -gy-  +  -dT) 

-\-n^,-n,^]dxdyde.  {T 

Berücksichtigt  man  (4)  und  (6),  so  ergibt  sich  die  Relation 


i7,=  =-  n.. 

ebenso 

n..  =  n,. 

ihy=n,. 

(8) 


Mit  Benutzung  von  (8)  ergibt  sich  aus  (2),  daß  der  Druck- 
vektor auf  eine  beliebige  Fläche  von  der  Normalen  n  sich  als 
lineare  Vektorfunktion  des  Einheitsvektors  in  Richtung  von  n 
darstellt. 
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Mit  Hilfe  der  Relationen  (8)  schreiben  sich  die  Gleichungen 
(2)  in  Vektorform  77^  =  (77)  n, ,  (9) 

wenn  Hj  den  Einheitsvektor  bedeutet,  der  die  Richtung  der  po- 
sitiven Normalen  von  dö  hat. 
Das  Ellipsoid 

^xx^'  +  n^y'  +  n,,0'  +  2ii^,yz  •  •  •  =  ±  i       (lO) 

heißt  das  Druckellipsoid.  Aus  der  Lage  und  Größe  der  Haupt- 
achsen bestimmen  sich  die  sogenannten  Hauptdrucke. 

Die  n^j^  heißen  Normalspannungen,  die  77^  (t  -f  ^)  Tangential- 
oder  Schubspannungen. 

Auf  Flächen,  die  senkrecht  zu  den  Hauptachsen  des  Druck- 
ellipsoids  stehen,  wirken  nur  Normalspannungen. 

Die  mechanische  Arbeit.  Drücken  sich  die  Kräfte  durch 
Spannungen  aus,  so  wird  die  Arbeit  der  Kräfte,  die  im  Volumen 
S  angreifen,  bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  q 

Durch  partielle  Integration  ergibt  sich  hieraus 


dz 
d 
'dy 


+^^.4fö+Ä)+-h' 


+  /(/7.,q)rf«.      (12) 

Das  Oberflächenintegral  bedeutet  die  Arbeit  der  auf  der  Ober- 
fläche des  Raumes  angreifenden  Flächenkräfte.  Sind  diese  auf 
der  Oberfläche  Null,  so  bleibt  nur  das  Raumintegral.  (12)  können 
wir  einfacher  /•  /» 

Ö'A  -  -  /  (77,  def  q)  dS  -hj  (77„,  q)  d6  (13) 

a 

schreiben,  indem  wir  unter  (77,  def  q)  das  Produkt  der  beiden 
Tensoren  77  und  def  q  verstehen,  dessen  Bildung  wir  in  §  2  kennen 
gelernt  haben  und  noch  einmal  aus  (12)  ersehen  können. 

Die  Bedeutung  der  in  (13)  auftretenden  Integrale  verbürgt 
ihre  Invarianz  gegenüber  Koordinatentransformationen. 


82  IV.  Tensoren 


6.  Die  Deformation  und  Druckkräfte  in  allgemeinen 
orthogonalen  Koordinaten. 

§  3  (7)  ist  die  Formel  für  die  Dehnung  eines  Linienelements. 

Da  diese  vom  Koordinatensystem  unabhängig  ist,  so  können  wir  sie 

auch  in  allgemeinen  orthogonalen  Koordinaten  t«,  v,  w  ausdrücken. 

Nach  Kap.  lU  §  1  (3)  S.  51  ist 

d^^  =  e^^du^  4-  e,^dv'  +  e^'dtv\  (1) 

also  folgt  durch  Variation  von  (1) 

'       \di\  'd\d^]  ^'^  e^de^du^  -^  e^de^dv^  +  e^de^dw^ 

-}-  e^^duddu  •}-  e2^dvddv  -{-  e^^dwdSw  j 

cv  de,    c,      ,    de,  ^      ,    c>e,  ^ 

wo  öe,  =  -~^  du  +  ^  dv  -\-  ^-  dw 

^        du  '     dv  '    dw  ,Q\ 

,.  ddu^      ,    dSuj      .   diu  j  ^^^ 

dou  ^ -K—du-\-  -r.-~dv -\- -^ — dw     usw. 

du  dv  dw 

Hier  bedeutet  dw  die  Veränderung  der  Koordinate  u,  die  das 
Massenelement  durch  die  Verschiebung  q  erfährt,  so  daß  q  die 
Komponenten     q^=,ß^^^.     q^=»g^^^.     ^^^^^§^     Yl^Jl.     (4) 

Setzen  wir  (3)  und  (4)  in  (2)  ein  und  dividieren  durch  d§>^j 
so  erhalten  wir 

^  =  def,,q  cos^  {d^,  w)  +  .  . .  +  2  def,,q  cos  {d%,  v) 

cos  {d%y  w;)  +  •  •  •,  ^^ 

d.  h.  einen  §  3  (7)  S.  78  ganz  analogen  Ausdruck.    Die  Koeffi- 
zienten drücken  def  q  in  allgemeinen  Koordinaten  aus. 

Die  Ausrechnung  ergibt 

,  .  1  /^<^«    ,     ^«1         ,     ^«1      \ 

^^•^  ==  ^bv   +  e^o"^-  +  ^  V 


(6) 


,  «     ^        ll  ^Qu         aq,  1    (de,  de,      \\ 

^<^  ^  =  2  I  ejv  +  e, au      -  ^  U  ^"  +  äü  y  1 " 
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Wegen  der  Invarianz  von  §  4  (12)  S.  81  gegen  Koordinaten- 
transformationen können  wir  unter  der  Annahme,  daß  die  Span- 
nungen n  auf  der  Oberfläche  von  S  bereits  Null  geworden  sind, 
die  mechanische  Arbeit  folgendermaßen  schreiben 

d'A  »  -/(JT^def,„q  +  i7^def.,q  +  //„,def,,q 

+  277,,def,„q-f.-.)tiS.  ^  ^ 

Setzen  wir  für  def  q  die  Ausdrücke  (6)  in  (7)  ein  und  integrieren 
die  Glieder  partiell,  in  denen  Differentialquotienten  der  q  nach 
den  Koordinaten  vorkommen,  so  erhalten  wir 

*'^  -/{ (c^'- + "^^ + --!»■'•')  ""^  •  • }  '^•"^•"^- 

80  daß  die  Kraft  auf  die  Volumeinheit  sich  folgendermaßen  aus- 
'"       e^eje,  \       du        '^        dv         "^        dio       ) 

Die  rechte  Seite  von  (9)  ist  die  m- Komponente  von  div  JT. 
Für  die  Behandlung  elastischer  Probleme  sind  die  Formeln 
dieses  Paragraphen  von  Interesse. 

V.  Anwendmigeii  aus  der  Hydrodynamik  und  der 
Elektrodynamik. 

1.  Die  Enlerschen  Gleichungen  der  Hydrodynamik. 

Um  di3  Differentialgleichungen  der  Hydrodynamik  zu  erhalten, 
leiten  wir  zunächst  die  Kontinuitätsgleichung  für  die  Flüssig- 
keit ab,  d.  h.  den  Ausdruck  dafür,  daß  die  Flüssigkeitsmenge,  die 
in  der  Zeiteinheit  in  einem  Räume  S  hinzugekommen  ist,  in  dieser 
Zeit  durch  die  Oberfläche  ö  von  5  eingetreten  sein  muß. 


/(; 
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Bezeichnet  q  die  Dichte,  so  ist    1  -^dS  die  in  der  Zeiteinheit 

hinzugekommene  Flüssigkeitsmenge,  anderseits  tritt  in  der  Zeit- 
einheit durch  das  Element  dö  das  Volum  —t^^dö  hinein,  wenn  ö 
die  Geschwindigkeit,  n  die  äußere  Normale  bedeutet;  also  durch 

die  ganze  Oberfläche  die  Masse  —  f  Q\)„d6,  und  es  ergibt  sich 

J\\dS^-jQy>j6.  (1) 

Nach  dem  G au ß sehen  Satz  folgt  aus  (1) 

;^  +  diy(,B).?S=.0,  (2) 

und  da  der  Raum  beliebig  ist,  muß  der  Integrand  Null  sein,  also 
If+diypö-O.  (3) 

Dies  ist  aber  nach  (s) 

||-f(ö,grad(>)  +  ^divt)  =  0  (4) 

oder  wegen  Kap.  II  §  7  (2)  S.  48 

^  +  ^diyt)  =  0.  (5) 

(3)  und  (5)  heißt  die  Kontinuitätsgleichung. 

Ist  die  Flüssigkeit  inkompressibel,  so  ist  -—  =  0,  daraus  folgt 
die  Inkompressibilitätsbedingung 

divö  =  0,  (6) 

was  wir  auch  schon  aus  dem  letzten  Paragraphen  von  Kapitel  lU 
S.  63  hätten  schließen  können,  denn  dort  ergab  sich  div  ö  als 
Dilatation  der  Volumeiuheit. 

Wir  kommen  zu  den  Bewegungsgleichungen  der  Hydro- 
dynamik, die  wir  für  inkompressible  Flüssigkeiten  ableiten  wollen. 

Ist  die  Dichte  der  Flüssigkeit  an  einem  Orte  q,  und  wirkt 

dort  die  Kraft  f  auf  die  Volumeinheit,  so  lautet  das  d'Alembertsche 

Prinzip,  wenn  keine  Kräfte  auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 

wirken,  /•//    Wh 

J({,'^,-^),ö^)äS  =  0,  (7) 

WO  d^  eine  virtuelle  Verschiebung  bedeutet. 
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Wegen  der  Inkompreesibilität  besteht  aber  die  Bedingung 

div  d«  »  0.  (8) 

Multiplizieren  wir  (8)  mit  dem  Lagrangeschen  Faktor  p  und 
integrieren  dann  über  5,  so  ergibt  sich  mit  Benutzung  von  (s) 

fp  div  dS  dS figradp,  dg)  dS  -{-fp  Ö&^dö  =  0.      (9) 

Subtrahieren  wir  (9)  von  (7)  und  berücksichtigen,  daß  dann 
die  virtuellen  Verschiebungen  ganz  willkürlich  sind,  so  folgt 

p^_f_g„dj,  (10) 

als  Bewegungsgleichung,  und  es  ergibt  sich  weiter,  daß  an  der 
Oberfläche  entweder  dg„=0  sein  muß,  d.h.  daß  dort  feste 
Wände  vorhanden  sein  müssen,  oder  daß  ^  =  0  sein  muß.  Die 
Bedeutung  des  Lagrangeschen  Faktors  p  ist  nach  ^ap.  IV  §  4 
(4)  S.  80  ein  allseitig  gleicher  normaler  Druck  auf  ein  Flächen- 
element im  Innern  der  Flüssigkeit. 
Nach  Kap.  U  §  7  (2)  S.  48  folgt 

||4-(t),grad)t)=  Jcf-gradp).  (11) 

Dies  sind  die  Eni  ersehen  Gleichungen  der  Hydrodynamik. 

2.  Die  Helmholtzscben  Wirbelsätze. 

Setzen  wir  in  (r)  ^  =  33  =  t), 

so  wird  (O  grad)  t)  =- \  grad  o*  —  [t),  rot  ö]  (1) 

und  aus  §  1  (11) 

II  +  I  grad  ö«  -  [ö,  rot  ö]  =  |  (f  -  gradi>).  (2) 

Berücksichtigen  wir,  daß  für  inkompressible  Flüssigkeiten, 
die  wir  allein  behandeln,  q  =  const  ist,  bilden  die  rot  von  (2)  und 
beachten  (m),  und  setzen  wir  die  Rotationsgeschwindigkeit  W  der 
Flüssigkeit  nach  Kap.  III  §  5  (5)  S.  61 

in  -  f  rot  t),  (3) 

so  wird  2  ^  -  2  rot  [0, »]  -  -  rot  f ,  (4) 

während  aus  (3)  div  tt)  =  0     folgt.  (5) 
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Nehmen  wir  von  der  Vektorgleichnng  (4)  die  Normal- 
koraponente  irgendeiner  im  Räume  festliegenden  Fläche  6  und 
integrieren  üher  dieselbe,  und  wenden  rechts  den  Stokesschen 
Satz  an,  so  wird 

/  { 17  -  -•<  [»' »]  H'' = i  /(f'  ''«)•        (6) 

a  O 

Die  linke  Seite  ist  aber  nach  Kap.  11  §  7  (3)  S.  49  und  mit 

Berücksichtigung  von  (5)   vi   /  tn„^<y,  also  folgt 

o 

-,^/M.  =  -l/(f,dS).  (7) 

a  O 

Hat  die  Kraft  f  ein  einwertiges  Potential,  haben  wir  also  eine 
konserva^ve  äußere  Kraft,  so  verschwindet  nach  S.  28  die 
rechte  Seite,  und  wir  haben 

J  ro^dö  =  const.  (8) 

a 

Dieses  Flächenintegral  heißt  das  Wirbelmoment,  und  wir 
haben  den  wichtigen  von  Helmholtz  gefundenen  Satz: 

Bewegt  sich  eine  inkompressible  Flüssigkeit  unter 
dem  Einfluß  konservativer  Kräfte,  so  bleibt  das  Wirbel- 
moment einer  durch  dieselben  Flüssigkeitsteilchen 
gehenden  Fläche  zeitlich  konstant. 

Wegen  (3)  folgt  aus  (8)  mit  Hilfe  des  Stokesschen  Satzes 


/<■ 


[ö^r?«)  =  const.  (9) 

o" 

Legen  wir  durch  die  Punkte  eines  Linienelements  dl  die 
lü- Linien,  so  erhalten  wir  einen  Flächenstreifen,  für  dessen 
Punkte  tt)„  =  0  ist.  Da  für  diese  Materieteilchen  lü„  =  0  bleibt, 
so  bedeutet  das:  Die  Flüssigkeitsteilchen  einer  tü-Linie 
(Wirbellinie)  bleiben  während  der  Bewegung  auf  einer 
Wirbellinie. 

Durch  alle  Punkte  der  Begrenzung  einer  beliebigen  Fläche 
lege  man  die  Wirbellinien;  diese  bilden  einen  sogenannten  Wirbel- 
kanal, und  jeder  Querschnitt  hat  dasselbe  Wirbelmoment  (weil 
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divtt)  =  0).  Daraus  folgt:  Die  Flüssigkeitsmasse,  die  zu 
einer  bestimmtenZeit  einen  Wirbelkanal  erfüllt,  bildet 
auch  im  Laufe  der  Bewegung  einen  Wirbelkanal  von 
zeitlich  unreranderlichem  Moment. 

War  zu  einer  bestimmten  Zeit  die  Flüssigkeit  wirbelfrei,  d.  h. 
U)  =  0,  so  ist  die  Konstante  in  (8)  gleich  0,  d.  h.  wegen  (9) 

(9')  f(\),  rf«)  =  0     oder     ö  =  grad  (p.  (10) 

o 

(f  heiBt  das  Geschwindigkeitspotential.   Dann  geht  die 

Inkompressibilitätsbedingung  div  ö  =  0  über  in 

A9.  =  0,  (11) 

woraus  (p  bestimmt  werden  kann.  Den  Druck  p  in  der  Flüssig- 
keit findet  man  dann  folgendermaßen.  Aus  (2)  ergibt  sich,  wenn 
wir  auch  ein  Kraftpotential 

f  =  —  grad  ü      annehmen,  (12) 

i«^  +  i- grad  .gradV  +  1  grad(f7  +  p)  =  0 
oder  durch  Integration 

9  It  +  I  g™^*9'  +U  +  P  =p„  (13) 

wü  Pq  eine  Integrationskonstante  bedeutet. 

Hier  ist  y  grad^g?  ^  "I"*'*  ^i®  kinetische,  ü  die  potentielle 

Energie  der  Yolumeinheit.  Bei  stationären  Zuständen  ist  also 
der  Druck  p  numerisch  gleich  der  auf  die  Volumeinheit  berech- 
neten Energie,  wenn  wir  dem  Druck  Pq  der  ruhenden  kräftefreien 
Flüssigkeit  den  Wert  Null  geben. 

3.  Elekfrolytische  Yerschiebungen. 

Für  Gase  gilt  die  Zustandsgieichung 

pv  =  RT,  (1) 

Wü  p  den  Druck,  v  das  Volumen  eines  Grammoleküls,  T  die  ab- 
solute Temperatur,  R  eine  universelle  Konstante  bedeutet. 

Dieselbe   Gleichung  gilt  auch  nach  van  t'Hoff  für    ver- 
dünnte Lösungen,  p  bedeutet  dann  den  allseitig  gleichen  osmo- 
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tischen  Druck,  v  das  Volumen  Lösungsmittel,  in  dem  ein  Gramm- 
äquivalent aufgelöst  ist.  Es  ist  also 

f  =  ir,  (2) 

wenn  N  die  Zahl  Grammäquivalente  in  der  Volumeinheit  be- 
deutet. 

Die  (osmotische)  Kraft  auf  die  Volumeinheit  ist  nach  Kap.  IV 
§  4  (4)  S.  80,  wenn  der  Druck  p  ist,  —  gradj?^);  es  folgt  aus 
(1)  und  (2)  -  grad  i)  =  -  JR Tgrad  N.  (3) 

T  möge  durchweg  konstant  sein.  In  der  Volumeinheit  sind 
aber  N  Grammäquivalente,  also  ist  die  Kraft  auf  ein  Gramm- 
äquivalent       _  7?  T 

_^-£  grad  N  oder  -  RT  grad  IgN.  (4) 

Dazu  kommt  die  elektrische  Kraft  auf  die  elektrisch  geladenen 
Teilchen.  Habe  das  Graramäquivalent  die  Ladung  e,  und  sei 
das  Potential  des  elektrischen  Feldes  ^,  so  ist  das  Potential 
gefalle  -—  grad  ^,  und  die  elektrische  Kraft  auf  ein  Gramm- 
äquivalent ist  _  ^  ^^^^  ^ 

so  daß  die  Gesamtkraft  auf  ein  Grammäquivalent  den  Wert  an- 
nimmt ji  2^ 

f  =»  —    j^  grad  N—  e grad  (p.  (5) 

Bei  starker  Reibung  tritt  nun,  wie  in  der  Mechanik  gezeigt 
wird,  im  stationären  Endzustande  eine  Bewegung  mit  gleichför- 
miger Geschwindigkeit  0  ein;  d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  der 
wirkenden  Kraft  proportional,  der  Proportionalitätsfaktor  m  heißt 
Beweglichkeit. 

-^  grad  N  -{■  e  grad  <P j .  (6) 

Die  Kontinuitätsgleichung  lautet  nun,  wie  aus  §  1  folgt 

^^+diy(»iV)  =  0.  (7) 


1)  Das  negative  Zeichen  ist  zu  nehmen,  da  der  Druck  in  (1)  die 
von  dem  betrachteten  Teilchen  auf  die  Umgebung  ausgeübte  Kraft  be- 
deutet, während  in  Kapitel  IT  die  auf  das  Teilchen  ausgeübte  Zugkraft 
als  positiv  eingeführt  wurde. 
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Wir  beschranken  uns  auf  binäre,  einwertige  Blektrolyte,  bei 
denen  ein  elektrisch  neutrales  Molekül  zerfallt  in  ein  positives 
und  ein  negatives  Ion.  Den  positiven  Ionen  geben  wir  den 
Index  1 ,  den  negativen  den  Index  2.  Da  nun  e^  —  —  «,  —  e  ist, 
so  ist  die  Bedingung  dafür,  daß  jedes  Volumelement  elektrisch 
neutral  ist,  die  mit  großer  Annäherung  immer  erfüllt  ist, 

N,  -  .V,  -  N.  (8) 

Aus  (6),  (7),  (8)  folgt 

^-WiJRTdiTgradiV-UiCdiv(iVgrad0)=-O 

(9) 
^- MjÄTdiv  grad  iV-f  WjC  div  (iVgrad  a>) -=  0. 

Multiplikation  der  ersten  Gleichung  (9)  mit  Mj,  der  zweiten 
mit  Ml  und  Addition  ergibt  mit  Berücksichtigung  von  (n) 

^=^2RT-^~'    AN.  (10) 

dt  <*!  +  "• 

Durch  diese  Differentialgleichung  wird  die  Veränderung  der 
Konzentration  N  mit  der  Zeit,  die  Diffusion,  bestimmt. 

Nernst  hat  gozeigt,  daß  der  durch  die  elektrisch  gemessenen 
lonenbeweglichkeiten  m,  die  Gaskonstante  jR  und  die  absolute 
Temperatur  T  berechnete  Diffusionskoeffizient 

2)  =  22?T-^*-  (11) 

ttj  +  tt,  "^     ^ 

mit  dem  direkt  beobachteten  übereinstimmt. 

Subtrahieren  wir  beide  Gleichungen  (9)  voneinander,  so  er- 
gibt sich: 

div  {(Mi-u,)2JrgradiV+(wi-hUs)eiVgrad0}  =0.     (12) 

Integration  ergibt 

(ui-u^)RTgradN-\-(ui-\-u,)eNgr&d0  =  rot%       (13) 

wo  U  ein  willkürlicher  (Integrations-) Vektor  ist. 

Nun  wollen  wir  annehmen,  daß  das  Potentialgefälle  nur  her- 
vorgerufen sein  soll  durch  die  örtlich  variable  Konzentration  N. 
Ist  also  N  konstant,  so  soll  auch  O  konstant  sein,  daraus  folgt 
rot  §1  -  0  und 

(tti-M5j)JBrgradiV-f- (m, +M,)eiVrgrad<P  =  0.        (13') 
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Division  durch  (w^  -f-  u^)  Ne  ergibt 

grad  «  =  «i---^  ?^  grad  IgN.  (14) 

Integrieren  wir  von  einer  Stelle  der  Flüssigkeit,  wo  Konzen- 
tration und  Potential  die  Werte  N,  0  haben,  bis  zu  einer  Stelle, 
wo  diese  Größen  N\  0'  sind,  so  wird 

0'-0^^^L^^lg^.  (15) 

Das  ist  die  Nernstsche  Formel,  sie  ergibt  die  Potential- 
differenz in  einer  Lösung  infolge  von  Konzentrationsverschieden- 
heiten. 

Wie  Nernst  selbst  und  andere  gezeigt  haben,  stimmt  auch 
hier  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  gut  überein. 

4.  Die  Maxwellschen  Gleichungen. 

Wir  wollen  die  Maxwellschen  Gleichungen  der  Elektrizitäts- 
theorie ableiten,  indem  wir  zwei  einfache  Gesetze,   das  Biot- 
Savartsche  Gesetz  und  das  Faradaysche  Induktionsgesetz,  ver- 
allgemeinern.   Daß  diese  Verallgemeinerungen  nicht  den  Wert 
eines  Beweises  haben,  ist  selbstverständlich,  sie  sollen  die 
Gleichungen  nur  plausibel  machen. 

Wir  beobachten,  daß  das  magnetische  Feld  $,  d.  i.  die 

Kraft  auf  die  isoliert  gedachte  positive  magnetische  Menge 

Eins,  welches  von  einem  geradlinigen,  linearen 

ip  ^1  Strome  i  erzeugt  wird,  diesen  in  Kreisen  um- 

Qq.-^.-A. /^     zingelt,  und  zwar  sind  die  Kreisebenen  senk- 

-§  recht  zu  i,  und  eine  gleichzeitige  Vorwärts- 
bewegung in  den  Richtungen  von  §  und  i  ent- 
spricht der  Korkzieherregel. 

Ferner  ist  die  Feldstärke  $  proportional  i. 

Schließlich  beobachten  wir,  daß,  wenn  wir  einen 

Stabmagneten   senkrecht   zu   den   Richtungen 

von  i  und  §,  also  radial,  aufhängen  (Fig.  39),  und  zwar  frei 

drehbar  um  den  Schnittpunkt  0  der  verlängerten  Magnetachse 

mit  der  Strombahn,  dann  kein  Drehmoment  vorhanden  ist. 

Liegt  der  positive  Pol  der  Stärke  -f  ^  im  Abstände  q^  von 
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0,  der  negative  (—  fi)  im  Abstände  p,,  so  ist  das  Drehmoment 
nm  dio  mit  der  Strombahn  zusammenfallende  Achse 

^  =  .^l$i   Qi-t^\^i  9i-0.  (1) 

Es  folgt  also  \^i\'  i^i\  =  Qi'Qir  (2) 

also  können  wir  setzen         !$l  =       >  (3) 

wo  a  eine  willkürliche  Konstante  ist,  der  wir  den  Wert 

2äc  ^ 

geben  wollen,  wenn  c  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Vakuum  be- 
deutet. Durch  Festlegung  dieser  Konstanten  beziehen  wir  die 
Einheit  von  i  auf  die  von  ^. 

Wir  haben  also  16    =^  \^— ■  (5) 

Bilden  wir  die  Arbeit,  welche  die  magnetischen  Kräfte  leisten, 

wenn  man  einen  magnetischen  Einheitspol  um  die  Strombahn 

herumführt.,  so  ergibt  sich  /* 

^  =  /(§,dg).  (6) 

o 

Da  aber  §  immer  tangential  gerichtet  ist,  gibt  die  Projektion 
von  d^  auf  die  Richtung  von  ^  gdtp,  wenn  (p  den  Winkel  be- 
deutet, den  eine  durch  die  Strombahn  und  den  Ort  des  Linien- 
elements gehende  Ebene  mit  einer  festen  durch  die  Strombahn 
gehenden  Ebene  bildet.    Also  ist 

in 

Ä  =-=  I odcp  =-      •  (7) 

o 

Der  Leitungsstrom  i  ist  nach  den  älteren  (und  neuesten)  An- 
schauungen über  Elektrizität  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den 
Querschnitt  geflossene  Elektrizitätsmenge. 

Nennen  wir  die  elektrische  Feldstärke  im  Drahte  (das  Potential- 
gefälle)  (S,  so  ist  die  Potentialdifferenz  F  zwischen  zwei  Punkten 
der  Strombahn  vom  gegenseitigen  Abstände  l 

V^--^'l.  ^    (8) 

Nach  dem  Ohmschen  Gesetz  ist  aber 

Oani.  Vektoranalysii.  4.  Aufi.  7 


X 
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wo  w  den  Widerstand  bedeutet,  der  sieh  durch  die  Leitfähigkeit  A, 
den  Drahtquei-schnitt  0  und  die  Drahtlänge  l  folgendermaßen 
ausdrückt 

(10)  ^'  =  A'     als<^  ^^i^^     i=-^X0.  (11) 

Sind  @  und  X  nicht  konstant  über  den  Querschnitt,  so  geht 

(11)  über  in  z^ 

i^Jx^j0,  (12) 

und  (6),  (7),  (12)  ergeben 

o 

Dieser  Formel,  die  §  mit  @  verknüpft,  schreiben  wir  All- 
gemeingültigkeit für  stationäre  Vorgänge  zu,  und  zwar 
soU  (13)  gelten,  wenu  d^  das  Element  einer  beliebigen  ge- 
schlossenen Kurve  5,  0  eine  willkürliche  Fläche  bedeutet,  deren 
Randkurve  5  ist. 

Haben  wir  es  mit  nicht- stationären  Zuständen  zu  tun, 
so  stellt  (12)  nicht  mehr  die  in  der  Zeiteinheit  durch  0  hindurch- 
geflossene Elektrizitätsmenge  dar,  sondern  nur  einen  Teil  derselben. 

Unter  einem  Dielektrikum  stellen  wir  uns  nämlich  folgendes 
vor:  In  jeder  Volumeinheit  sind  N  Teilchen  (Elektronen),  die 
je  die  Elektrizitätsmenge  e  besitzen,  und  ebensoviele  mit  der 
Elektrizitätsmenge  —  e.  Jedes  Teilchen  hat  eine  Gleichgewichts- 
lage (man  nennt  solche  Elektronen  Polarisationselektronen).  Bringt 
man  es  aus  dieser  heraus,  so  wird  es  in  dieselbe  zurückgezogen 
mit  einer  (elastischen)  Kraft,  die  der  Verschiebung  (  aus  der 
Gleichgewichtslage  proportional,  aber  umgekehrt  zu  ihr  gerichtet 
ist.  Ist  die  elektrische  Feldstärke  @  (d.  h.  die  Kraft  auf  die 
Elektrizitätsmenge  1)  variabel,  so  läßt  sich  zeigen,  daß  die  durch 
die  Zunahme  der  elektrischen  Feldstärke  f?(S  hervorgerufene 
Zunahme  der  Verschiebung  aus  der  Gleichgewichtslage 

di^ßed^  (14) 

ist,  wo  ß  eine  Konstante  ist. 

Durch  eine  Fläche  d0  gehen  dabei  alle  die  Elektronen  hindurch, 
welche  in  dem  schiefen  Zylinder  mit  der  Grundfläche  d0  und 
der  Erzeugenden  d\  enthalten  sind.    Dies  sind  aber  Ndi„  •  d0. 
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also  ist  die  hindurchgebrachte  Elektrizitatsmenge  bei  einer  Feld- 
Steigerung  von  @  auf  (i  -\-  d(^ 

eNdiJö  =  ße^Nd^j6.  (15) 

In  der  Zeiteinheit  geht  also  die  Elektrizitätsmenge 

ße'N^^I-do  (16) 

durch  dö  hindurch. 

Summieren  wir  nun  über  die  positiven  und  negativen  Elek- 
tronen, so  ergibt  sich  ^^^^^ 

£ße^N  -^'  dö. 

Wir  setzen  Zße^N  ^- £  (17) 

und  nennen   e   die  Dielektrizitätskonstante   des  Mediums.     Es 
kommt  also  zu  f  K&^dö  noch  hinzu 


kh^^-^' 


und  wenn  wir  annehmen,  daß  die  Polarisation selektronen  ebenso 
magnetisch  wirken  wie  die  frei  beweglichen  Leitungselektronen, 
so  kommt  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  noch  ein  Glied  hinzu, 
und  wir  erhalten  die  Gleichung 

<•_/($,  dS)  =-  U\^„d6+j\^j6.  (18) 

6  a  a 

A@  =  3  heißt  der  Leitungsstrom,  ^—  ==^-  der  Verschiebungs- 
strom, 5)  =  £(5  die  elektrische  Erregung. 

(18)  ist  die  erste  Maiwellsche  Gleichung.  Ihr  schreiben 
wir  Allgemeingültigkeit  für  ruhende  Medien  zu. 

Die  zweite  Maxwellsche  Gleichung  ist  eine  Erweiterung  des 
Faraday sehen  Induktionsgesetzes. 

In  einem  geschlossenen  linearen  Leiter  s  wird  ein  Strom  er- 
zeugt, wenn  die  Anzahl  der  ^-Linien  sich  verändert,  die  durch 
eine  beliebige  Fläche  ö,  welche  s  zur  Randkurve  hat,  hindurch- 
gehen, und  zwar  ist  die  elektromotorische  Kraft,  d.  h.  das  Linien- 
integral der  elektrischen  Feldstärke  über  die  Leiterkurve,  pro- 
portional der  Anderungsgeschwindigkeit  der  ^Linienzahl. 
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Nun  ist  diese  Zahl  I ^n^^ ? 

also  ihre  Anderungsgcsch  windigkeit 

Der  Proportionalitätsfaktor  ist  nun  aber  von  dem  Material 
abhängig,  welches  an  der  Stelle  von  a  ist,  wir  setzen  ihn  —  und 
nennen  ^  die  (magnetische)  Permeabilität  des  Mediums.  Ist  die 
elektrische  Feldstärke  @  (das  Potentialgefälle),  so  ist  die  elektro- 
motorische Kraft  /  ((S,  d^),  und  da  einer  Zunahme  der  §-Linien- 

zahl  eine  elektromotorische  Kraft  in  negativer  s-Richtung  ent- 
spricht, so  ist  /•  2    /* 

-cj{®,di)^^j^^,d0.  (19) 

(19)  ist  die  zweiteMaxwellsche  Gleichung.  Wir  schreiben 
ihr  Allgemeingültigkeit  in  ruhenden  Medien  zu. 

Die  Anwendung  des  Stok  es  sehen  Satzes  auf  die  linke  Seite 
von  (18)  ergibt  n  ^    /»  /. 

cj  rot^^dö  -  fj  e(^j6  -f  J  X(^Jö,      (20) 

a  a  o 

und  da  diese  Gleichung  für  jede  beliebige  Fläche  gültig  sein  soU, 
so  muß  sie  auch  für  den  Integranden  selbst  gelten.    Es  ist  also 

crot$=^+A(£;  (21) 

ebenso  folgt  aus  (19)         _  c  rot  (£  =  ^  •  (22) 

(21)  und  (22)  stellen  die  Maxwellschen  Gleichungen  in  der  Dif- 
ferentialform dar,  während  (18)  und  (19)  die  Integralform  sind. 

Da  in  (18)  und  (19)  überhaupt  kein  Koordinatensystem  vor- 
kommt, so  ist  die  Unabhängigkeit  der  Maxwellschen  Glei 
chungen  vom  Koordinatensystem  als  selbstverständlich  er- 
wiesen. 

Man  kann  diese  Gleichungen  auch  in  allgemeinen  krumm- 
linigen Koordinaten  schreiben  mit  Anwendung  von  Kap.  III  §  2 
(11)  S.  54.    (21)  lautet  dann 
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5.  Drei  lutegrale  der  Maxwellscheii  Oleiehuiif^en. 

Wählen  wir  in  (18)  und  (19)  des  vorigen  Paragraphen  für  6 
eine  geschlossene  Fläche,  so  existiert  keine  Randlrurve.  Wir 
können  uns  etwa  vorstellen,  daß  die  geschlossene  Fläche  sich 
durch  stetige  Deformation  aus  einer  nicht  geschlossenen  gebildet 
hat,  wobei  die  Randkurve  mehr  und  mehr  zusammengeschrumpft 
ist,  wie  bei  einem  offenen  Tabaksbeutel,  den  man  durch  Ziehen 
an  den  Schnüren  allmählich  schließt.  Dio  linken  Seiten  der 
Gleichungen  sind  also  Null,  wir  haben 

^J,®j6+j\<Sj6^0,  (1) 

für  geschlossene  Flächen. 

Verläuft  in  (1)  die  Fläche  nur  in  Nichtleitern,  so  ist  auf  der- 
selben überall  A  =  0,  also  in  diesem  Falle 

!js(B,de^O.  (1') 

Die  Integration  ergibt     /f  ©^//tf  =  c;  (3) 

ebenso  folgt  aus  der  Integration  von  (2) 

ß^Jo^m.  (4) 

e  und  m  sind  Integrationskonstanten.  (3)  bedeutet  nach  S.  33: 
die  Zahl  der  aus  einer  nichtleitenden  Fläche  heraustretenden 
«©-Linien  ist  zeitlich  unveränderlich.  Ebenso  sagt  (4),  daß  die 
aus  einer  Fläche  heraustretende  Zahl  /i§-Linien  konstant  bleibt. 

Identifizieren  wir  nach  Faraday  die  Größen  e  und  m  mit  der 
gesamten  Elektrizitätsmenge  bzw.  magnetischen  Menge, 
die  sich  im  Räume  5  mit  der  Oberfläche  6  befinden,  so  lautet 
(3)  in  Worten: 

Die  in  einer  nichtleitenden  Fläche  eingeschlossene 
Elektrizitätsmenge  bleibt  bei  ruhenden  Medien  kon- 
stant. 

(4)  sagt  aus:  Die  in  einer  Fläche  eingeschlossene  mc- 
gnetische  Menge  bleibt  bei  ruhenden  Medien  konstant. 
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(1)  bedeutet:  Die  Zunahme  der  Elektrizitätsmenge  in 
einem  Raumteile  ist  quantitativ  gegeben  durch  die  Ein- 
strömung durch  die  Oberfläche. 

Wenden  wir  auf  (3)  und  (4)  den  Gauß sehen  Satz  an,  und 
bezeichnen  wir  die  Dichte,  d.  h.  die  in  der  Volumeinheit  befind- 
liche Menge  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  mit  q^  bzw. 
<,„,  so  wird  ß.^^^    dS^ß,<lS  (3') 

Jdiv,«§  ■  dS  ^ß„dS.  (4-) 

Daraus  folgt,  da  der  Kaum  S  beliebig  ist, 
(5)  div£e=>,  div|[i§=-p^,  (6) 

d.  h.  von  jeder  elektrischen  (magnetischen)  Menge  1  geht  eine 
f(S(,a§)-Linie  aus.  Die  Anwendung  des  Gauß  sehen  Satzes  auf 
(1)  ergibt  für  den  Fall,  daß  s  und  X  örtlich  konstant  sind, 

|-^divf@  +  [div«@  =  0  (7) 

oder  wegen  (5)  ^^  -f  ^  ()^  =  0.  (7') 

Die  Integration  liefert     Qe^Qeo^~'    i  W 

9,0  bedeutet  die  elektrische  Dichte  zur  Zeit  0. 

Die  räumliche  Dichte  der  Elektrizität  klingt  also  auf  Null 
ab.  Da  aber  wegen  (3)  keine  Elektrizität  verloren  gehen  kann, 
so  folgern  wir,  daß  im  Endzustande  alle  Elektrizität  sich  als 
Flächenladung  auf  den  Oberflächen  der  Leiter  vorfindet. 

Um  noch  ein  weiteres  Integral  der  Max  well  sehen  Glei- 
chungen zu  bekommen,  multiplizieren  wir  Gleichung  (21)  in 
§  4  S.  94  mit  @,  (22)  mit  §  skalar,  addieren  und  integrieren 
über  einen  Raum  S  mit  der  Oberfläche  6.    Es  ergibt  sich 

cJ(S^,rot^)H^,rom)dS==~jf(8^''\-u^^^^  (9) 

Wegen  (p)  ist  die  linke  Seite  gleich 

-c/div[(S,^]dÄ 
und  nach  dem  Gauß  sehen  Satze: 

-  ^/[®,  ^]nd<f  -  It  2,A®'  +  .«$'W.S  i-fia^dS.      (10) 
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Nun  ist  der  zweite  Term  der  rechten  Seite  erfahrungsgemäß 
die  in. der  Zeiteinheit  entwickelte  Wärme  J(Joulesche  Wärme), 
wie  sich  in  einem  speziellen  Falle  sofort  ergibt.  Nehmen  wir 
nämlich  für  den  Raum  ein  vom  Strom  i  durchflossenes  Draht- 
stQck  vom  Querschnitte  6  und  der  Länge  Z,  so  ist  wegen  §  4 
(8),  (9),  (10)  S.  Ol      ,^ß^,^,^,,^  ^„^ 

der  bekannte  Ausdruck  för  die  Joule  sehe  Wärme. 
Führen  wir  einen  neuen  Vektor 

3=c[(g,$J,  (12) 

den  sogenannten  Poyntiiigschen  Strahlungavektor  ein,   so  ist 

L  iß'^' + f>^')  ^^ + •' + Z*®..'^* = ^-     (13) 

um  die  physikalische  Bedeutung  der  einzelnen  Terrae  von 
(13)  zu  erkennen,  wählen  wir  für  S  den  unendlichen  Raum  und 
nehmen  an,  daß  @  und  §  (also  @)  stark  genug  im  Unendlichen  ver- 
schwinden, so  daß  das  Flächenintegral  fortfällt.    Dann  haben  wir 

§-,}f{^^'i-^^')dS  +  J^O,  (U) 

also  muß  2  /  (^^'  +  ^&)dS  =  W  (15) 

die  elektromagnetische  Energie  sein.  (14)  ist  das  Gesetz 
der  Erhaltung  der  Energie:  Die  Abnahme  der  elektro- 
magnetischen Energie  ist  gleich  der  entwickelten  Jou- 
leschen  Wärme. 

Ist  S  ein  beliebiges  Raumstück,  so  wollen  wir  (15)  die  in  ihm 
lokalisierte  elektromagnetische  Energie  nennen,  dann  sagt(13)  aus: 

In  einem  beliebigen  Raumstück  nimmt  die  elektro- 
magnetische Energie  ab  entsprechend  der  entwickelten 
Jouleschen  Wärme  und  der  durch  die  Oberfläche  her- 
ausgetretenen Strahlung. 

Haben  wir  ein  Raumstück,  an  dessen  Oberfläche  3  keine 
Normalkomponente  hat,  und  in  dem   keine  Leiter  sind,  so  ist 

also  W^  const  (16) 
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Wir  nennen  W.  -  I  ~(i^dS 


die  elektrische  bzw.  magnetische  Energie. 

(3),  (4)  und  (16)  bilden  Integrale  der  Max  well  sehen  Glei- 
chungen. Sie  sprechen  die  Gesetze  von  der  Ün zerstörbarkeit  der 
elektrischen  bzw.  magnetischen  Mengen  und  das  Gesetz  von  der 
Erhaltung  der  Energie  aus. 

6.  Die  partiellen  Differentialgleichungeii  für  (§;  und  §. 

Wir  wollen  aus  den  Max  well  sehen  Gleichungen 

crot^^6^~  +  X(§;  (1) 

-crot(S  =  /i^|  (2) 

Gleichungen  gewinnen,  die  nur  (S  oder  nur  §  enthalten.    Das 
Medium  sei  homogen,  also  e,  ^i,  X  vom  Orte  unabhängig. 

Bilden  wir  die  rot  von  (1)  und  ersetzen  rot®  mit  Hilfe  von 
(2),  so  wird  ^1,^      j^     ^^ 

crotrot^^---   f -^¥-f  ^-  (3). 

Wegen  (o)  ist  dies 

Bilden  wir  ebenso  die  rot  von  (2)  und  ersetzen  rot$  durch 
(1)  so  folgt      ^.@        X  d^       c^  rKct,  AA'    ni\  rF.\ 

Es  liege  ein  Dielektrikum  vor,  es  sei  also  A  =  0;  die  Dichten 
der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  seien  zu  einer  bestimmten 
Zeit  Nuü,  dann  bleiben  sie  Null  wegen  §  5,  und  für  (4)  und  (5) 
erhält  man  die  gemeinsame  Gleichung 

^';!=^AU,  (6) 

dt-  SU,  '  ^     ^ 

wo  U  irgendeine  Komponente  von  @  oder  ^  bedeuten  kann. 
(6)  ist  die  bekannte  W^ellengleichung.    Hängt  U  außer  von 
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der  Zeit  nur  von  einer  Koordinate,  z.  B.  x,  ab,  so  hat  man  es 
mit  einer  ebenen  Welle  zu  tun,  es  ist  dann 

et'    ~~  i^.  ex*'  '  ^^^ 

Es  läßt  sich  leicht  verifizieren,  daß  JJ  =~  f^(x L_  t\  der 

Gleichung  (6')  genügt,  wo  f\  eine  ganz  willkürliche  Funktion  ist. 
Ersetzt  man  in  diesem  Ausdruck  x  durch  x  -\ ,  t  durch  t  -|- 1, 

so  ändert  sich  das  Argument,  und  also  auch  U  nicht,  d.  h.  in  der 
Zeiteinheit  rückt  das  Feld  um  in  Richtung  der  a;- Achse 

c  ^'^ 

vorwärts,    ^     ist  also   die   Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 

elektromagnetischen  Feldes  in  einem  Medium  der  Dielektrizitäts- 
konstante €  und  der  Permeabilität  fi.  Da  im  Äther  £  =  1  und 
jLi  =  1  sind,  so  bedeutet  c  die  Ausbreitungsgeschwindigkeit  im 
Äther. 

Ebenso  ist  auch  U  =  f^lx  +  —=l  i\  eine  Lösung  von  (6'), 

die  die  Fortpflanzung  einer  ebenen  WeUe  nach  der  negativen 
ic-Richtung  darstellt.  Die  aDgemeinste  Lösung  ist  dann 

Nun  ist  aber  der  Brechungsexponent  n  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit w  umgekehrt  proportional  und  für  den  Äther  gleich 
1  gesetzt,  d.  h.  Gi\c  =  1 :  n,  also  ergibt  sich 

n2=f^.  (8) 

Das  ist  die  Max  well  sehe  Beziehung  zwischen  den  elektromagne- 
tischen und  optischen  Eigenschaften. 

7.  Die  Hertzschen  Gleichungen  für  bewegte  Medien. 

Hertz  hat  die  Maxwell  sehen  Gleichungen  für  den  Fall  be- 
wegter Medien  erweitert,  und  zwar  hat  er  die  Maxwellschen 
Gleichungen  in  der  Integralform  beibehalten  mit  der  Bestimmung, 
daß  die  in  den  Gleichungen  auftretenden  Flächen  G  und  Rand- 
kurven 8  in  der  Materie  festliegen  sollen  und  nicht  etwa  im 
Räume.  Wir  schreiben  anstatt  -^  also  sinngemäß  -jr  und  Laben: 
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cf(^,di)^^jfe®„dö  +  f^®j6  (1) 

-cf(&,di)  =  ^ff(.^„d„.  (2) 

Wenden  wir  auf  die  nach  der  Zeit  differenzierten  Flächen- 
integrale  Kap.  II  §  7  (3)  S.  49  und  auf  die  linken  Seiten  den 
Stokes sehen  Satz  an,  so  erhalten  wir,  wenn  ö  der  Geschwindig- 
keitsvektor der  Materie  ist, 

rot  { c^  -  [e^,  ö] )  ==  ^|-f-  -f  D  •  div  £@  -f  A@  (3) 

-röt{c@  -i-  [/i§,t)])  ^-  ^^^  +  t)-diya|).  (4) 

Dies  sind  die  Hertzschen  Gleichungen  in  der  Diffe- 
rentialform. 

Nennen  wir  crot§  den  Strom  S  wie  bei  Maxwell,  so  setzt 
dieser  sich  zusammen  aus  folgenden  Bestandteilen: 
A@  =  3,  dem  Leitungsstrom, 

-^-  =  -^,  dem  Verschiebungsstrom  (von  Hertz  nach- 
gewiesen), 

t)-div£@,  dem  Konvektionsstrom  (von  Rowland  nach- 
gewiesen), 

rot[£@,  d]  -- 9R,  dem  Röntgenstrom  (von  Röntgen  nach- 
gewiesen). 

Aus  (1)  und  (2)  erhält  man  für  geschlossene  Flächen  wieder 
die  Integrale,  welche  die  Unzerstörbarkeit  der  elektrischen  bzw. 
magnetischen  Mengen  aussagen. 

8.  Die  ponderomotorischen  Kräfte  der  Maxwell- 
Hertzsehen  Theorie. 

Führen  wir  in  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  des  vorigen  Para- 
graphen  die  in  Kap.  II  §  7  (5)  S.  49  definierte  Bezeichnung  -jt- 
ein,  und  wenden  den  Stokesschen  Satz  an,  so  erhalten  wir 

crot$=  -f  +  i®  (1) 

-.rot®--^%*.  (2) 
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\\  1  inuliiplizieren  (1 )  und  (i^i  skalar  mit  (£  bzw.  ^,  wenden 
links  \j))  an,  führen  für  den  Poyntingschen  Strahlungsvektor 
«[(5,^]  die  Bezeichnung  @  ein  (§  5  (12))  und  erhalten 

Integrieren  wir  über  einen  Raum  5,  der  dauernd  dieselben 
materiellen  Teilchen  enthält,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  links  den 
Gaußscheii  Satz  anwenden  und  die  in  der  Zeiteinheit  erzeugte 
Joulesche  Wärme  wie  in  §  5  (11)  S.  97  J  nennen, 

-j'e.d.  ^ j  +  J(e,  ^)  äs  +J\^,  "^ ds.   (4) 

Wir  woUen    /  (@,  4*  )  ^i^  umwandeln. 
Nach  Kap.  II  §  7  (6)  S.  49  ist 

'(®,(f@grad)t))rf5  (6) 


/' 


Nehmen  wir  an,  daß  auch  bei  bewegten  Medien  die  elektrische 
Energie  z^ 

ist,  und  daß  s  an  der  Materie  haftet,  so  daß  37  =  0  ist,  so  wird 
der  erste  Term  rechts  mit  Berücksichtigung  von  Kap.  II  §  7  (9) 

dt       J    2 
so  daß  aus  (5)         (7%  ^jf  )  dS  -  ^^  +  fl.  @«  •  div  t)  •  dS 

-  l\^y{€Üe;r&d)t>)dS       (6) 
wird.  Setzen  wir 


^r=.^_  /**   ^*diYt)dS-  /'(e,(£egrad)t))öfÄ,        (7) 


d'A. 
di 

und  bilden  wir  den  analogen  Ausdruck  wie  (6)  für  die  magnetische 

Feldstärke,  indem  wir 


-,/' 
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setzen,  so  wird  aus  (4),  wenn  wir  d'A^  +  d'A^  =  d'A.  setzen, 

®>-«^+''^  +  W-  (9) 

Diese  Gleichung  repräsentiert  das  Energieprinzip,  wenn  wir 

d'Ä  als  die  bei  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  von  den 

Kräften  elektromagnetischen  Ursprungs  geleistete  Arbeit  deuten. 

(7)  können  wir  aber  nach  S.  71  und  S.  81  (12)  in  der  Form 

schreiben     j'i         /•  /• 

'Ll?^ /|@2divö^Ä- /(tens£@^  deft))dS,     (10) 

wir  müssen  also  nach  S.  81  (12)  die  Kräfte  elektrischen  Ursprungs 
Spannungen  77^  zuschreiben,  die  sich  zusammensetzen  aus  der 
Spannung  77]^)  =  tens  s^^ 

und  der  allseitig  normalen  Spannung  —  ß^  oder  in  rechtwink- 
ligen Komponenten: 

^Ä  =  *®/  - ! «';  ^nf  =  *®/  -  f  ®^  m-^ = *®.'  -  2  ®'; 

und  analog  die  magnetischen  Spannungen. 

Hieraus  folgt  nach  Kap.  IV  §  4  (4)  S.  80  die  Kraft  auf  die 
Volumeinheit 

f,  --  @  div  «  @  -f  £  .  (@  grad)  @  -  l  ©2  grad  s  -  l  grad  @^  (12) 
Indem  wir  ((5  grad)  ®  durch  (r)  ausdrücken,  finden  wir 

f,  =  (g  div  £@  -  I  @2  grad  s  -  [s^  rot  @] .  (13) 

Ebenso  erhalten  wir 

fm  =  ^  div ,a$  -  {  §2  grad ti-~[^^,  rot §] .  (14) 

Wir  eliminieren  rot©  bzw.  rot^  mit  Hilfe  von  (1)  \md  (2) 

und  dürfen,  indem  wir  uns  auf  ruhende  Körper  beschränken, 

VT-  durch  -^  ersetzen;  so  erhalten  wir 
f  =  f.  +  fm  =  ®  •  dive®  —  }  (5* grad  f  +  $  •  div/i^p  ~  |$»grad|[i 

Die  ersten  beiden  Terme  geben  die  Kräfte  des  elektrostatischen 
Feldes,  das  dritte  und  vierte  Glied  die  des  magnetostatischen 
Feldes,  das  vorletzte  Glied  ist  eine  Kraft  auf  einen  durchströmten 
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Leiter  im  Magnetfeld,  sie  wirkt  senkrecht  zum  Strom  und  zum 
Magnetfeld. 

Im  Vakuum  ist 


div£(£=.0; 

div/^|)  =  0;     A  =  0;     «^1;     |ii  -  1  ; 

also 

grade  =  0;     grad.a-0, 

folglich  ist  dort 

f=^i[@,D]  :.;f            (16) 

Es  wirken  bei  veränderlicher  Strahlung  Kräfte  auf  Raumteile, 
in  denen  keine  Materie  ist,  es  müßten  also  unendlich  große  Bo- 
schleunigungen  hier  auftreten,  was  auf  einen  Fehler  in  den  Grund- 
gleichungen hinweist.  Diesen  Mangel  vermeiden  die  Theorien 
von  Lorentz,  Cohn  und  Minkowski. 

Aus  §  7  (1)  und  (2)  S.  100  sieht  man,  daß  für  bewegte  Körper 
die  unveränderten  Max  well  sehen  Gleichungen  gelten,  wenn  das 
Koordinatensystem  mit  dem  bewegten  Körper  fest  verbunden  ist, 
eine  Bewegung  des  ganzen  Systems  kann  also  durch  elektro- 
magnetische Experimente  nach  der  Hertz  sehen  Theorie  nicht 
konstatiert  werden,  d.  h.  der  Träger  der  elektromagnetischen 
Störungen,  der  Äther,  muß  sich  nach  Hertz  mit  der  Materie 
mitbewegen. 

Die  Erscheinungen  der  Aberration  und  das  Doppler  sehe 
Phänomen  kann  man  außer  anderen  Vorgängen  infolgedessen 
nicht  nach  Hertz  erklären,  denn  sie  beruhen  auf  der  Bewegung 
des  Beobachters  gegen  den  Äther. 

9.  Induktion  in  einer  rotierenden  Kngel. 

Aus  den  Hertzschen  Gleichungen  wollen  wir  die  Induktious 
ströme  ableiten,  welche  entstehen,  wenn  eine  leitende  Kugel  um 
einen  Durchmesser  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  co  in 
einem  konstanten  Magnetfelde  §  rotiert. 

Wir  wählen  die  Rotationsachse  zur  Achse  eines  räumlichen 
Polarkoordinatensystems  r,  -9-,  qp. 

Der  Leiter  sei  homogen,  d.  h.  f,  fi,  A  seien  im  ganzen  Leiter 
konstant.  Ferner  sei  im  Innern  des  Leiters  kein  wahrer  Magnetis- 
mus, also  div|[i|)  =  0.  (Ij 
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Schließlich  warten  wir  den  stationären  Zustand  ab,  so  daß  auch 

dt      ^'      dt       ^'  w 

Da  die  Geschwindigkeit  nur  eine  konstante  Rotation  um  die 
Achse  -9"  =  0  ist,  so  ist 

ö^  =  0,     t)^  =  0,     üy  =  örsin^.  (3) 

Die  Hertz  sehen  Gleichungen  §  7  (3)  und  (4)  gehen  somit 

über  in  rot{c§  -  [e%  ö]}  -  ü  •  divc®  +  X@  (4) 

-rot{c@4-[i^©,t)])  =  0.  (5) 

Bilden  wir  die  Divergenz  von  (4),  so  wird  wegen  (1) 

^-div£@  +  div(U  •  div£@)  =  0. 

Anwendung  von  (s)  ergibt 

-  div  «(g  +  div  6@  •  div  ö  +  (ö,  grad  div  a@)  =-  0 .         (6) 

Da  es  sich  um  die  Bewegung  e^nes  starren  Körpers  handelt, 
gilt  die  Inkompressibilitätsbedingung 

div  ü  =  0  .  (7) 

Berücksichtigen  wir  ferner  (3),  so  schreibt  sich  das  skalare 

Produkt  im  Polarkoordinatensystem  Kap.  III  §  2  (1)   S.  52] 

(t),  grad  div  f  (S)  =  03  •  r  sin  %•  — ^-^—  div  f®  , 

also  wird  nach  (6)       div  « @  +  o  — ^ =  0 .  (8) 

Wir  setzen  div£@  =  (),  multiplizieren  (8)  mit  Qd(p  und  inte- 
grieren von  0  bis  2ä.    So  entsteht 

{/>'^<P  +  "!?''  =  0.  (9) 

0  0 

Der  zweite  Term  verschwindet,  da  g  als  Funktion  von  (p  die 
Periode  2%  hat. 

Da  aber  das  erste  Integral  einen  wesentlich  positiven  Inte- 
granden  hat,  so  folgt     p  ==  div6@  =  0.  (10) 

Aus  (5)  ergibt  sich  durch  Integration  wegen  (m) 

6'@  +  [;a<0,  ü]^-^gradF,  (11) 

wo  V  ein  willkürlicher  (Integrations-)  Skalar  ist. 
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Bilden  wir  die  div  von  (11)  und  benutzen  (10),  so  wird 

Ar=div[«§,  ü].  {V2) 

Nach  (p)  ist  aber 

div  [i/jo^  t)]  —  (,uü,  rot^)  —  (fi$,  roto).  (13) 

Wir  wulltu  Ulis  nun  auf  die  Induktion  erster  Ordnung  be- 
schränken, dann  können  wir  $  gleich  dem  ursprünglich  gegebenen 
gleichfcirmigen  Feld  setzen,  es  ist  also  rot§  =  0;  ferner  ist  nach 
Kap.  III  §  5  (5)  S.  61  rot  ü  gleich  der  doppelten  Rotations- 
geschwindigkeit, einem  Vektor,  der  die  Richtung  -0"  ==  0,  also  die 
der  j- Achse  hat. 

Liegt  ^  senkrecht  zur  Rotationsachse,  z.  B.  parallel  der  :c- Achse, 
so  ist  (ii^,  roto)  =  0,  also  ist  (13)  Null,  und  aus  (12)  folgt 

A]'^0.  (14) 

Da  an  der  Oberfläche  der  Kugel  (r  =  r^)  die  Normalkom- 
ponente der  Strömung  >L(J  verschwinden  muß  (denn  sonst  würde 
sich  dort  unendlich  viel  Elektrizität  anhäufen),  so  folgt  aus  (11): 

für  ;•  =»  f-Q  muß  sein          .      "  1."^?  ^]r-  (?^^) 

(15)  ergibt                i]^  =  M§..^  -  .«.t)yO^..  (16) 
Nun  gilt  aber  (3),  ferner  ist 

$^  ="  I  ©  '  cos  (f  cos  0",  (17) 

o  1' 

also  ist  für  r  =  r«    ^t—  =  ,a  i  ^  |  or  sin  0^  cos   0-  cos  9: .         (18) 

Durch  A  F=  0  in  5  und- — auf  6  ist  aber  grad  V  eindeutig 
gegeben  (Kap.  II  §  5). 

(18)  drückt  aus,  daß  für  r  -  Vq  keine  Radialkomponente 
des  Stromes  vorhanden  ist.  Wir  wollen  einmal  versuchen,  ob 
wir  diese  Annahme  in  der  ganzen  Kugel  machen  dürfen. 

Dann  würde  (18)  für  alle  Werte  von  r  gelten,  und  es  würde 
sich  durch  Integration  nach  r  ergeben 

r-  "  ^   "  r'  sin  fr  cos  »  cos  9  ~  "  -|i?x^.        (19) 
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Da  durch  diesen  Wert  (18)  selbstverständlich,  aber  auch  (14) 
erfüllt  ist;  so  ist  wegen  der  Eindeutigkeit  (19)  der  gesuchte 
Wert,  und  es  ist  in  der  ganzen  Kugel 

e,  -  0.  (20) 

Ferner  folgt  aus  (11)   ©,  =  ||  |  ©  |  xr, 

@,-0,  (21) 

Die  Stromlinien  ergeben  sich  aus  den  Differentialgleichungen 

oder  nach  (21)         dx:  dy  :  dz  =-=  z  :  0  :  —  x 

d.  h,  es  sind  y  =  const  und 

xdx  -\-  zdz  =  d  {x^  -[-  z^)  =  0  oder  x^  -{-  z^  =  const 

die  Gleichungen  einer  Stromlinie;  die  Induktionsströme  verlaufen 
also  in  Kreisen,  deren  Ebenen  parallel  der  Rotationsachse  und 
der  Feldrichtung  sind. 

Daß  ein  Magnetfeld  in  Richtung  der  Rotationsachse  kein 
elektrisches  Feld  gibt,  erkennt  man  aus  der  zweiten  Maxwell- 
schen  Gleichung  in  der  Integralform  sofoi*t,  da  es  keine  Fläche  <S 
gibt,  durch  welche  infolge  der  Drehung  die  Anzahl  der  hin- 
durchtretenden fi§-Linien  verändert  wird. 

10.  Die  Lorentzsche  Elektrouentheorie. 

Nach  Lorentz'  Annahme  gibt  es  keinen  Leitungsstrom  A@, 
er  wird  ersetzt  durch  den  Konvektionsstrom  qM  bewegter  gelade- 
ner Teilchen,  Elektronen.  Ferner  gibt  es  weder  Dielektrizitäts- 
konstante noch  Permeabilität  als  Grundbegriffe,  sie  werden 
durch  das  Verhalten  der  in  der  Materie  befindlichen  Elektronen 
definiert. 

Nach  Lorentz  ruht  der  Äther,  das  bedeutet:  Die  Max  well - 
sehen  Gleichungen  bleiben  unverändert  in  einem  ruhenden 
Koordinatensystem,  während  wir  sahen,  daß  die  Hertz  sehen  Glei- 
chungen, denen  die  Hypothese  des  bewegten  Äthers  zugrunde 
lag,  in  einem  mitbewegten  Bezugssystem  unverändert  bleiben. 


10.  Die  Lorentzsche  Elektruneutbeorie  IQ' 


Die  liorentzschen  Gleichungen  lauten  also,  wenn  t)  den  Qe 
schwind)\5keit8 Vektor  der  Elektronen  gegen  ein  im  Äther  ruhen- 
des Koordinatensystem  bedeutet. 

(1)  ^rot^-|f+pO,  -crot(g  =  |f,  (2) 

(3)  diy(S  =  (),  div^-0.  (4) 

Die  Kraft  f  auf  die  Volumeinheit  setzt  sich  zusammen  aus 

der  elektrischen  Kraft  ()(S  =  @-div@  und  der  elektro-dynaraischen 

Kraft     fpo,§]  entsprechend     [X©,,u§]  beiMaiwell-Hertz.  Es 

ist  also  , 

f  =  ?©+,- [90,$].  (5) 

(1)  bis  (5)  bilden  die  Grundlage  der  Loren tzschen  Theorie. 

Wir  wollen  die  Arbeit  (V Ä  bilden,  die  in  der  Zeit  dt  durch 
die  Verschiebung  0  •  dt  von  den  Kräften  f  im  Räume  S  geleistet 

'^''''^*  d'A=J\^,r))dtdS  (6) 

oder  nach  (5j    ^  ^J" (f ,  t))  dS  -^Jq  (@,  o)  dS.  (7) 


Die  elektrodynamische  Kraft  leistet  wegen  (g)  keine  Arbeit. 

Wir  multiplizieren  (1)  skalar  mit  %  (2)  mit  §,  addieren  und 

integrieren  über  einen  Raum  S  mit  der  Oberfläche  6,  dann  wird 

-  c/[e,  jp],  de  =^  ^  j"(e»  +  $^)  du  +J(pu,  @)  ds.       (8) 

Setzen  wir  c[e,  §]  =  ©,  (9) 

iJi^'  +  ^'^dS^W  (10) 

und  benutzen  (7),  so  folgt 

^+j@„,,._^^'.  (11) 

Das  Energieprinzip  ist  gewahrt:  Die  Abnahme  der  elektro- 
magnetischen Energie  in  der  Zeiteinheit  geht  auf  Kosten  der  aus- 
gestrahlten Energie  iö  und  der  geleisteten  Arbeit. 

Bilden  wir  die  div  von  (1),  so  folgt: 

^-f  divfpUi^-O.  (12) 


0 
O  s  n  8 ,  Vektoranalysis.  4.  Aufl. 
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(12)  heißt  die  KontinuitätsgleichuDg  der  Elektrizität;  sie  hat 
dieselbe  Form  wie  die  der  Hydrodynamik  §  1  (3)  S.  84. 
Die  Gesamtkraft  auf  ein  geladenes  Teilchen  ist  nach  (5) 

%^f[Q-(S+\[QV,m}dS  (13). 

oder  mit  Benutzung  von  (3)  und  (1)  zur  Elimination  von  q 

g  =  J{  e  diy  e  +  [rot  §,  §]  -  -^  g®  ,^]}ds.      (u) 

Durch  partielle  Integration  wird  der  erste  Term  div  (tens  @^) 

—  (@  grad)  @,  und  dies  wird  nach  (r) 

div  (tens  @2)  _  i  grad  (S^  +  [@,  rot  @] 
oder,  indem  wir  rot  @  durch  (2)  ausdrücken 

div(  tens  e»)-i  grad  @=-i[@,|f]- 

Substituieren    wir  dies   in   (14)    und  formen   [rot  $,  §]  = 

—  [§,  rot  §]  nach  (r)  um,  so  erhalten  wir,  indem  wir  (4)  berück- 
sichtigen r  1   /*;) 

g=j(diy77.  +  divJTJdS-ij|-J(ä,§]rf&     (15) 

Als  Kraft  auf  die  Volumeinheit  ergibt  sich  also 

f  =  div77.+  div7T„-   J|^[e,|.].  (16) 

Die  ersten  beiden  Terme  von  (16)  sind  nun  gerade  die  durch 
die  Maxwellschen  Spannungen  (§  8  (11)  S.  102)  ausdrückbaren 
K  räfte  der  Hertzschen  Theorie,  wenn  man  «  =  ^  ==  1  setzt.  Diese 
hatten  den  Übelstand,  im  Äther  eine  Kraft  —  ^-  [@,  §]  zu  geben. 
Wie  wir  aus  (16)  sehen,  kommt  nach  der  Lorentzschen  Theorie 
noch  ein  Term  hinzu,  der  die  Kraft  im  Äther  gerade  zu  Null 
macht,  wie  man  übrigens  unmittelbar  aus  (5)  hätte  folgern  können, 
da  im  Äther  p  =-  0  ist. 

11.  Umformung  der  Lorentzschen  Gleichungen. 

Die  in  §  10  gegebenen  Lorentzschen  Gleichungen  gelten 
für  ein  im  Äther  ruhendes  System.  Da  wir  unsere  Experimente 
auf  der  bewegten  Erde  anstellen,  ist  es  für  viele  Zwecke  wünschens- 
wert, die  Gleichungen  auf  ein  mit  der  Materie  bewegtes  System 
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zu  bezieheil.  i>iv  Körpergeschwindigkeit  tu  sei  konstant  nach 
Größe  und  Richtung. 

Die  Lorentzschen  Gleichungen  lauten  für  das  ruhende 
System  in  der  Integral  form 

cj{^,di)  =.^j  <E,d6  +jpr>,d6  (1) 

-ej\%di)  =  lj^j6,  (2) 

wenn  ö  die  Elektronengeschwindigkeit,  bezogen  auf  den  Äther, 
bedeutet. 

Die  Geschwindigkeit  ö  der  Elektronen  braucht  nicht  mit  der 
des  ponderablen  Körpers  \o  übereinzustimmen.  Z.  B.  kommt  in 
durchströmten  Leitern  zur  Geschwindigkeit  XO  des  Leiters  noch 
die  Geschwindigkeit  tj  —  tt)  der  Elektronen  relativ  zum  Leiter 
hinzu. 

Führen  wir  anstatt  ^^  die  Differentiation  3^  mit  Hilfe  von 

ot  dt 

Kap.  II  §  7  (^3)  S.  49  ein,  die  bedeuten  soll,  daß  bei  der  Diffe- 
rentiation die  in  Frage  kommende  Fläche  im  ponderablen  Körper 
festliegt,  so  erhalten  wir 

cj  {^yd%)-jj^d6-j  Qtvjiö-  jroiS^,xv]dö-\-jQt)Jö  (3) 

-  cf(^,  d^)  =  ^J^Je  -/rotj©,  tojdö.  (4) 

Anwendung  des  Stokes sehen  Satzes  auf  die  linke  Seite  er- 
gibt, wenn  wir  (5)  und  (6)  S.  49  benutzen  und  berücksichtigen, 
daß  to  nicht  von  x,  xj,  s  abhängt, 

crot{©  +  [@,l;]}  ^^  +  9(0-10)  (5) 

-crot{(S-[^,«]P-^^.  (6) 

j-  bedeutet  also  Differentiation  bei  konstanten  mitbewegten 

Koordinaten,  n  —  in  ist  die  Elektronengeschwindigkeit,  bezogen 
auf  das  mitbewegte  System. 

(5)  und  (6)  wollen  wir  auf  die  Elektrostatik  auf  unserer 

bewegten  Erde  anwenden.    Dann  ist  also  ji  =0;  ö  —  ID  =  0. 
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Ferner  ist,  um  es  zu  wiederholen,  XO  konstant  der  Größe  und 
Richtung  nach.    Es  folgt  aus  (5)  und  (6) 

(7)      rot{$-f[@,f]}  =0,         rot{@-[^,f]}  =0,       (8) 

(9)  div@  =  (>,  div$  =  0.  (10) 

Wir  führen  die  neuen  Vektoren  ein 

(11)      «)+r®,™]»^^§'  @-[^,^-]  =  e'.      (12) 

Dann  ist,  da  ja  die  Elektronen  im  Äther  die  Geschwindigkeit 
tt)  haben,  nach  (5)  S.  107  ©'=  ©  -  [|),^]  =  (g  +  [^,  §]    -  f 

die  Kraft  auf  die  relativ  zur  Erde  ruhende  Elektrizitätsmenge  1. 

Aus  (7)  und  (8)  folgt 
(13)  rot§'=0.  rot@'^-0-  (14) 

(9)  ergibt  mit  Anwendung  von  (p) 

diy  (S '  =  p  -  div  [I»,  f ]  =  9  -  (^,  rot  $).  (15) 

Wegen  (11)  ist  ferner  mit  Berücksichtigung  von  (10) 

div$'  =  ('J,  rot@).  (16) 

Wollen  wir  Größen  vernachlässigen,  die  mit  (     )  multipliziert 
sind,  so  dürfen  wir  in  (15)  und  (16)  auf  der  rechten  Seite  ^ 
bzw.  @  durch  §'  bzw.  @'  ersetzen  und  erhalten  das  Gleichungs- 
system rot$'=-0(«);      div^'^OW 
rot^'^O^'');      div@'=() 

Ferner  gilt  in  Leitern  @'  ==  0,  (18) 

da  bei  elektrostatischen  Zuständen  keine  Kraft  auf  die  im  Leiter 
ruhenden  Elektrizitätsmengen  ausgeübt  werden  darf.  Aus  (17)(") 
und  (')  folgt  aber  (Kap.  II  §  5  S.  43) 

$'  =  0,  (19) 

aus  (17)^«)  ergibt  sich     @'  =  -  grad  0»,  (20) 

so  daß  (17)W  A0  =  -(»  (21) 

und  (18)  0  =  const  (22) 

in  Leitern  wird.  (19)  bis  (22)  sind  aber  genau  die  Bedingungen 
der  Elektrostatik  auf  ruhender  Erde,  da  ^',  wie  sich  zeigen  läßt. 


(17) 
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dif  Kraft  auf  eine  mitbewegte  Magnetismusmenge  1  bedeutet, 
d.  h.  die  Erdbewegung  läßt  sich  durch  elektrostatische  Versuche 
auf  Grund  der  Lorentzscheu  Theorie  nicht  konstatieren. 

12.  Die  retardierten  Potentiale. 

Es  handelt  sich  darum,  Integrale  der  Lorentzschen  Glei- 
chungen zu  finden,  wenn  die  Elektrizitätsverteilung  tj  und  die 
Geschwindigkeit  0  der  Elektronen  gegeben  ist. 
Wegen  §  10  (4)  S.  107  dürfen  wir  setzen 

§  =  rot  $(.  (1) 

Setzen  wir  dies  in  §  10  (2)  ein,  so  erhalten  wir 

d'äy 


rot 


(cS  +  |^)  =  0.  (2) 

Daraus  folgt  (5  =  _  i  ^^^  _  grad  0.  (3) 

Setzen  wir  (1)  und  (3)  in  §  10  (1)  ein,  so  erhalten  wir 

crot  rot  ?(--^|'^ -grad  ^  +  pt),  (4) 

oder  wegen  (o) 

-  €  grad  div  91  ^-  cA^t  =  ^  ^^  -f  grad  |^  -  pö.        (5) 
Setzen  wir  noch  der  Einfachheit  halber 

c  div  «4-^  =  0»),  (6) 

so  wird  (5)  A^i-^j^^-^Qt^.  0) 

Setzen  wir  (3)  in  §  10  (3)  ein,  so  wird 

-  i  ^  div  «  -  div  grad  O  =  q.  (8) 


r  Denken  wir  uns  für  den  Augenblick  (5  und  ^  gegeben,  und  sei 
;i,,  und  ^r».,  irgendein  Wertepaar,  welches   (1)  und  (3)  befriedigt,  so  ist 

fQr  einen  beliebigen  Wert  von  X  auch  ein  solches  Wertepaar. 
Gleichung  (6)  oder,  was  dasselbe  ist, 

1  ?^_ji.«  _,    »3*. 


^x+j-r-^-^"*.  +  yji'  («') 


bestimmt  A'  näher. 
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div  %  ersetzen  wir  mit  Hilfe  von  (6)  und  erhalten 

Wir  haben  also  das  Gleichungssystem  (7)  und  (9).  Aus  0 
und  §(  ergeben  sich  §  und  (S  durch  (1)  und  (3).  0  heißt  das 
skalare,  %  das  Vektorpotential.  Es  handelt  sich  um  die  Integration 
von  (7)  und  (9)  mit  der  Nebenbedingung  (6),  wenn  q  und  t)  als 
Funktionen  des  Ortes  und  der  Zeit  gegeben  sind. 

(7)  und  (9)  sind  unter  der  Form 

AU-^,^'l!^-f  (10) 

zusammenfaßbar. 

Nach  dem  Fouri  er  sehen  Theorem  können  wir  /"als  Funk- 
tion von  t  folgendermaßen  darstellen^): 

+  00  +00 

fit)  =  ^J^'^Jm  «""'-''rf^  (11) 

—  oo  —  oe 

+  00  +0C 

und  ebenso        U{t)  »  ^  fdcc  fu{X)  e'^^'-'^^dl .  (12) 

—  00  —  00 

Also  ist  wegen  (10)  ' 

+  00  +00 

—  OD  — » 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch 

At/(A)+ JC7(^)==-/-(^J.  (14) 

Aus  Kap.  III  §  3  (17)  S.  58  ergibt  sich  das  Integral 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  (12)  ein,  so  ergibt  sich  mit 
Vertauschung  der  Integrationsfolge: 

+  30        +00  ia(t±-^}) 

—  00  — 00 

2)  H.  Weber,  Partielle  Diflferentialgleichuugen  Bd.  I,  6.  Aufl.,  S.  51. 
Braunschweig  1910. 
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(16)  ißt  aber  wegen  (11) 

m-f^!,f{t±i)-  (IT) 

Da  nun  U  nicht  von  den  Zustanden  abhängen  kann,  die  erst 
später  (zur  Zeit  t-{-  j  vorkommen,  so  verwerfen  wir  das  + -Zeichen 
und  haben  als  Lösung  ^  ,       ^x 

ü{t)^J  ^>-^dS.  (18) 

Aus  (7)  und  (9)  ergibt  sich  also 

<19)  '^^-Ift''^'  ^-U.'^^  (20) 

Die  Striche  über  den  Größen  sollen  andeuten,  daß  das  Argu- 
ment nicht  t  sondern  t  —      ist. 
'  c 

(19)  und  (20)  heißen  wegen  dieser  Zurückdatierung  auch  die 
retardierten  Potentiale. 

Es  fehlt  noch  der  Nachweis,  daß  (6)  erfüllt  ist.  Wegen  (19) 
und  (20)  ist 

z=.divs(+|f=±j;,s{div,^+/,n-    (21) 

Nun  ist  2-  und  ^     7ai  unterscheiden  von  >--  und  -^~ :  ersteres 

dt  dx  dt  dx^ 

bedeutet,  daß  man  anstatt  f  zuerst  t setzen  und  dann  die 

'  c 

Differentiation  ausführen  soll;  letzteres  bedeutet  eine  Differen- 
tiation nach  t  bzw.  x  und  nachherige  Ersetzung  von  f  durch  t 

Da  bei  der  Differentiation  nach  t  die  Koordinaten  jr,  y,  g  kon- 
stant bleiben,  so  ist  ^^      ^^r 

dt        dt  ^^^' 

Dagegen  ist         ^     =-  ^     — 

'^  ^  dx        ex        c    et       r 


oder  in  der  Vektorschreibweise 


1  du 


gradf7=gradf;-^^.;,  (23) 


denn  r  =y{x  —  g)*  -f  (y  — i?)*  -f  (^  — f)*  ^^^^  ^^  Vektor  r  mit 
den  Komponenten  x  —  ^j  y  —  r^,  e  —  ^  aufgefaßt  werden. 
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Da  in  qV  in  (21)  die  Variablen  x^  y,  z  durch  die  laufenden 
Koordinaten  |,  ^,  J  des  Integrationsgebietee  5  ersetzt  sind,  so 
sind  x^  y,  z  nur  deshalb  noch  in  ()ö  enthalten,  weil  in  dieser 
Größe  das  Argument  t  —      vorkommt;  es  ist 

dwj  =  (p,grad,i)-l(f,l), 

also     Z^i,Jäs\{^,^^,^-\{^,^^]^.    (24) 

Ferner  ist  grad„     =  —  on-ad«,  - 

(Kap.  III  §  4  S.  59),  folglich  mit  Einsetzung  dieser  Gleichung 
und  Anwendung  von  (s)  auf  den  ersten  Term 

Ferner  ist     diy^.pO  =  dk;^  +  A(^,  i)  (26) 

Das  erste  Glied  verwandelt  sich  durch  Anwendung  des  Gau  fi- 
schen Satzes  in  ein  Oberflächeuintegral  über  eine  im  Unendlichen 
befindliche  Fläche;  es  verschwindet,  da  ()ö  im  Unendlichen  ver- 
schwinden soll.  Die  Summe  der  letzten  beiden  Glieder  ver- 
schwindet wegen  §  10  (12)  S.  107. 

Also  ist  Z^c  div  51  -|-  -|^  =  0. 

Der  einzige  Unterschied  von  (19)  und  (20)  gegen  die  in 
Kap.  III  §  4  S.  58  aufgestellten  Potentiale  ist  die  Zurückdatierung. 
(20)  bedeutet  also: 

Um  das  Potential  (^  zur  Zeit  t  im  Punkte  p  zu  erhalten, 
kommen  in  den  verschiedenen  Raumpunkten  nicht  die  zur  Zeit  t 

vorhandenen  Dichten  p  in  Betracht,  sondern  die  zu  der  Zeit  t 

>  '  c 

vorhandenen;  d.  h.  zu  einer  so  viel  früheren  Zeit,  wie  die  Störung 
braucht,  um  von  p'  nach  p  zu  gelangen,  d.  h.  (19)  und  (20)  sagen 
aus,  daß  elektromagnetische  Störungen  sich  mit  der  Lichtge- 
schwindigkeit c  im  Räume  fortpflanzen. 
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(a)  («,  .!^        ( -J^  H 

(b)  («,  «  +  S)  -  (a,  «j  +  («,  S) 

(c)  [31,  «]  =  -  [33,  «] 

(d)  [«, »  +  ej  =  [«,  «1  +  [«,  e] 

(e)  [«,a]-o 

(f)  («,  [»,  ej)  ~  («,  [(£, »])  =  (e,  i?i.  4M) 

(g)  («,  [«,  58])  -  0 

(h)  [«,  [»,  61]  =  33  (G,  S()  -  6  (M,  aj) 

Zerlegung  eines  Vektors  !(      und  _L  zum  Einheitsvektor  S, : 
(h.)  91  =  «,  («,  8.)  +  [«,  [«,  8.]] 

(h,)(L«,93],[6,3)])=(«,[33,[S,J)]])=(«,6)-C-8,5))-(«,'B)-(SB,e) 
(h,)  [[«,  «],  16,  J)]]  ^  6  ([«,  «1  35)  -  2)  ([«,  iSJ,  6) 

-  i<  ([6,  2)],  «)  -  «  ([6,  D],  33) 

(1)    div  rot  21-0 

(m)  rot  grad  U  =0 

(n)  divgradL^=  A^ 

(o)  rot  rot  5(  =  grad  div  51  -  A2( 

(p)  div  [5(,  iö]  =  (iö,  rot  ?l)  -  (%  rot  33) 

(q)   rot  [%  i&]  =  51  div  >B  _  Nö  div  51  +  (^  grad)  51  -  (5(  grad)  )8 

(r)   (51  grad) ^:8  +  («grad )  51  =  grad (51,  S) - [5(, rot 5^ |  - [% rot5C] 

(s)    div  (tJ.  «)  =  f/  div  51  +  (5(,  grad  U) . 

Hier  bedeutet 
1.  (5(,  33)  das  Skalare  Produkt: 

?t,«,  -{-  51,«^  -h  ^.33, 
oder  in  allgemeinen  Koordinaten 

-•  [^7  ^]  ist  das  Vektoi-produkt,  seine  a:-Komponente  lautet 

a/s.-sr.», 

oder  die  li-Komponente  in  allgemeinen  Koordinaten 

«.«..-2(./»  . 


116  Formeltabelle 


3.  div  $1  ist  die  Divergenz  von  %  ein  Skalar: 

ox         cy  rz 

oder  in  allgemeinen  Koordinaten  (S..  53) 

t       {^(^^e,%,       de,e,%       de,ej%^ 
c^ejCj  \     du      ~^      dv  cw 

z.  B.  ist  in  Zylinderkoordinaten 

r     dr      ^    r    d(p  dz 

lind  in  Kugelkoordinaten 

4.  rot  5(  ist  die  Rotation  von  5(,  ein  Vektor  mit  der  a:-Komponente 

dy         cz 
bzw.  mit  der  w-Komponente  in  allgemeinen  Koordinaten  (S.  54) 


5.  grad  ü  ist  der  Gradient  von  U,  ein  Vektor  mit  ^r-Komponente 

cU 

dx 

bzw.  mit  der  ^/-Komponente  in  allgemeinen  Koordinaten  (S.  53) 
grad^^  ü  =  —^  ' 

6.  (^  grad)  ist  ein  Operator  mit  der  Bedeutung 


?r 


Der  Gaußsche  Integralsatz:  /div  %\dS  ^^j%^d6. 

Der  Stokessche  Satz:^/rot„^^ö  =-/(?I,  d«) 

6 
Die  Green  sehen  Sätze: 

/(gi'ad  J/)«rfS  -  ful^,''«  -fuAUdS. 
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AU  in  Zylinderkoordinaten  (S.  53); 


1 1 


in  Kugelkoordiuaten: 

1    ^r-rU  1        ('  {  '    <^^U\  _,         1        ^'^' 

Dififerentiation  nach  der  Zeit  (S.  48): 

(2)  f  =^?  +  (0grad)3B. 

(3)  l-J^ä.^f-l'äo, 


(4) 


wo       ^f  =  Ir  + "  <''^  -^  +  ""ot  [81, »] 

oder         ^  =  ^  +  «divö-(?Cgrad)0. 


(5)  tJvAS  -'f[ji  +  div  ( Ur>)  ]  dS 

Tensoren. 

(1)  ®  =  («)«  hat  die  Komponenten  (S.  66): 

''».-«..K  +  ^.,%  +  ^.,%- 

(2)  tens  (M,  ^^)  hat  die  Bestimmungsstücke  (S.  71): 

.  «,«/,  Sr,»,,  S(,«,,     ■  («,«,  +  91. «p     usw. 

(3)  tens  21*  hat  die  Bestimmungsstücke: 

^i,  51J,  51!,  51^21,    usw. 

(4)  .  ((;r)«,S8)  =  G-r,  tens(«,  S3)), 

wo      (;r,  tens  «l ^J  =  ;r,,§{,S3,  +  •  •  •  +  2ä^,  J  («^93,  +  H, i&J  -\- 

(6)  def  q  hat  die  Bestimmungsstücke  (S.  77): 


?^      ^Ji^      f!5f         i/lf£4_f^J^ 


usw. 
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Vorlesungen  über  die  Vektorenrechnung.  Mit  Anwendung,  auf  (ieo 
metrie,  Mechanik  u.  math.  Physik.  \'on  Geh.  Bergrat  Dr.  E.Jahnke,  Prof.  a.  d. 
! '    hn.  Hochsch.  Berlin.  Mit  32  Fig.  [XII  u.  235  S.]  gr.  8.    1905.   Geb.  M.  9.— 

.  ii^Iscitigc  Vcrwendbarkeit^det  VektorbcgriifB  und  der  vcktoriellcn  DiiTerentialoperaturou 
iler   Hand  einrs  reichen  Übungsraaterials   sowie   in  Verbindun;^'    mit  zahlreichen  An- 

V.  i  uJutit;iM»  auf  die  Mechanik  und  mathematische'  Physik  erläutert 

Vorlesungen  über  Punkt-  u.  Vektorenrechnung.  \  on  Dr. R.Milunkc, 
I'rofessor  an  jier  Techn.  Hochschule  Stuttgart.      I.  Band:  Punktrechnung. 

I,  Teilband:  Das  Rechnen  mit  Punkten,  Geraden  u.  Ebenen  (erste  Hiilfte^, 
Grundzüge  der  projektiven  Geometrie,  Anwendungen  und  Übungen.  .Mit 
152  Figuren.    [VIII  u.  391  S.]    gr.  8.     1913.    (TmL  37,  i  I.)    Geh.  M.  14.— 

„Ks  ist  leblaft  zu  wünschen,  daß  dieses  außerordentlich  klar  geschriebene,  mit  vielen 
guten  Figuren  versehene  und  mit  Kroßer  Sorgf.ilt  abKef<-ißte  Buch  da/u  beitrage,  die  alli;«:- 
meine  Verwendung  dieser  Kechenmethodcn  bei  IJehandlung  j;;eomctriscliPr,  mechanischer  und 
matlicMuatisch-physikalischer  Probleme  anzubahnen."  (Deutsche  Literatiirzeitung;.) 

Die  Vektoranalysis  u.  ihre  Anwendung,  i.  d.  theoretischen  Physik. 

\ On  Dr.  \V.  v.  Ignaiowsky  in  Berlin.  I.  Die  Vektoranalysis.  Mit  Figuren. 
2  Aurt.  [In  Vorb.  1920.)  II.  Anwcnd.  d.  Vektoranalys.  in  d.  theoret.  Phvsik. 
Mit  14  Flg.   [IVu.  123S.]   8.    1910.    (SMPL  6,;    Geh.  M.  2.60,  geb.  M. '3.— 

„Die  Ignatowskyschc  Vektoranalysis  vermittelt  eine  vortreffliche  Ausbildun«,'  des  geo- 
metrischen und  physik.ilischen  Vorst<'ll-  -PS,  immer  mit  dem  Ziel  praktischer  Hrauch- 
barkeit  des  Gebotenen."  (Elektrotechnik  und  Maschinenbau.) 

Einführung  in  die  Vektorrechnung.  \'on  Prof.  Dr./"./////-.  \Nu(; 
Bd.  668.}     Kart.  M.  2.80,  geb.  M.  3.50. 

Lehrbuch  der  Physik.  Von  Prof.  E.  Grimsehl,  weil.  Dir.  an  der  Oberreal- 
schule a.  d.  Uhlenhorst  in  Hamburg.  Zum  Gebrauch  beim  Unterr.,  bei  akad. 
Vorles.  u.  zum  Selbststudium.  2  Bde.  I.  Bd.:  Mechanik,  Wärmelehre, 
Akustik  U.Optik.  5.,  verm.  u.  verb.  Aufl.  Mit  Fig.,  2farb.Taf.  u.  i  Titelbild. 
[U.d.Pr.i920.]II.Bd.:  Magnetismus  U.Elektrizität.  4.,  verm.  u. verb. Aufl. 
Hrsg.  von  Prof.  Dr.  W.  Hillers  in  Hamburg  u.  Prof.  Dr.  H.  Starke  in  Aachen. 
Mit  548  Fig.    [VIII  u.  634  .S.  j     gr.  8.     1920.    Geh.  M.  22.—,  geb.  M.  26.— 

Kleiner  Leitfaden  der  praktischen  Physik.  V.  Prof.  Dr.  Fr.  Kohlrausch, 
weil.  Präsid.d.phys.techn.  Reichsanstalt  zu  Berlin.  3.Aufl.bearb.v.Dr.//^.6VA£?//, 
Prof.  and. Univ. Leipzig.  Mit  165  Abbild.  [VI  u. 325 S.]  gr.8.  1919.  Geb.M.io.— 

Grundriß  der  Physik.  Für  höhere  Lehranstalten  und  Fachschulen  sowie 
zum  Selbstunterricht.  Von  Oberlehrer  Dr.  Ä'.  Hahn,  Hamburg.  Mit  326  Fig. 
[\II  u.  274  8.]    gr.  8.    1920.    Geh.  M.  8.—,  geb.  M.  9.60 

Der  Grundriß  der  Physik  soll  in  „knappester  Form"  und  in  „streng  logischem  Aufbau" 
eine  Darstellung  der  Experimentalphysik  f-eben,  die  bis  zu  den  „neuesten  Ergebnissen  der 
Forschung  führt. 

Vorlesungen  über  Technische  Mechanik.  Von  Geh.  Hofrat  Dr. 
A.  Föppl,    Professor   an   der   Technischen    Hochschule   -Münclien.      gr.  8. 

I.  Band.   Einführung  in  die  Mechani  k.     6.  .\ufl.itjc.    .Mit  104  Figuir  ;.4i;S.] 

1920.    Geh.  M,  16.—  geb.  M.  18.— 

II.  Band.  G  raph. Statik.  5.Aua. Mit 209  Fig. i. Text.  [XII u.  404  S.]  1920.  Geh.  .U.  10.-,  f;c».  iLiS.- 

III,  Band.  Festigkeitslehre.  8.  Afl.  Mit  114  Fig.  [XVIIIU.446S.]  1920.  Gch.M.  i6.-,geb.M.i«.- 

IV.  Band.  Dynamik.  5.  Aufl.  Mit  86  Fig.  [X  u.  438  S.]  19x9.  Geh.  M.  16.—,  geb.  M.  18.— 
V.Band.   Die    wichtigsten  Lehren    der   höheren   Elattizität.<theorie.     3.  Abdr. 

Mit  44  Figureu.     [XII  u.  391  S.]     1920.     Geh.  M.  16.—.  geb.  M.  18.— 

VI.  Band.    Die  wichtigsten  Lehren  der  höheren  Dynamik.    3.,  unveränd.  Abdruck. 
Mit  30  Abbildungen  im  Text.    [XII  n.  484  S.]     x;2o.    Geh.  M.  22.— ,  geb.  M.  24.— . 

Physikalisches  Wörterbuch.  Von  Prof.  Dr.  G.  Bemdt,  Berlin.  -  Mit 
81  Fig  imText.[IVu.2ooS.]  8.  i92o.(Teubn.kl.Fachwörterb.Bd.5.)Geb.M.5.— 

Auf  sämtl.  Preise  TeueruBgsznschl.  d. Verlags  (ab  April  1920  100 ';','„  Abänd.  vorb.)  u.  teilw.  d  Buchh. 
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Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  und  ihrer  An- 
wendungen. Von  Geh.  Hofrat  Dr.  /?.  Fricke,  Prof.  an  der  Techn.  Hochsch. 
Braunschweig.  In  2  Bänden,  gr.  8.  I.  Bd.:  Dififerentialrechnung.  Mit  129 
in  den  Text  gedruckten  Figuren,  einer  Sammlung  von  253  Aufgaben  u.  einer 
Formeltabelle.  [XII  u.  399  S.]  1918.  Geh.  M.  14.—,  geb.  M.  17.40.  II.  Bd.: 
Integralrechnung.  Mit  100  in  den  Text  gedruckt.  Fig.,  einer  Sammlung  von 
242Aufg.u.  einer  Formeltabelle.  [VIU.413S.]  1918.  Geh.M.  14.-,  geb. M.  17.40 

Das  Problem  des  Unterrichts  in  den  Grundlagen  der  höheren  Mathematik  an  den  Tech- 
nischen Hochschulen  ist  seit  mehr  als  zwei  Jahrzehnten  nicht  nur  wiederholt  besprochen  und 
in  Monographien  behandelt,  sondern  hat  auch  die  Gestaltung  der  neueren  Lehrbuchliteratur 
wesentlich  beeinflußt.  Auch  das  vorliegende  Lehrbuch  ist  aus  dieser  Bewegung  hervorgewachseu. 

Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Ursprünglich 
Übersetzung  des  Lehrbuches  von  /.  A.  Serret,  seit  der  3.  Aufl.  gänzlich 
neu  bearbeitet  von  Geh.  Reg.-Rat  Dr.  G.  Scheffers,  Prof.  an  der  Techn. 
Hochschule  zu  Berlin,  gr.  8.  I.  Band:  Differentialrechnung.  6.  u.  7.  Aufl. 
Mit  70  Fig.  [XVI  u.  670  S.]  191 5.  Geh.  M.  13.—,  geb.  M.  14.—  II.  Band: 
Integralrechnung.  4.  u.  $•  Aufl.  Mit  108  Fig.  [XIV  u.  639  S.]  191 1.  Geb. 
M.  16. —  III.  Band:  Differentialgleichungen  und  Variationsrechnungen. 
4.  u.  5.  Aufl.    Mit  64  Fig.    [XIV  u.  735  S.]    1914.    Geh.  M.  14.—,  geb.  M.  17.40 

„Die  rasche  Aufeinanderfolge  der  Auflagen  spricht  zur  Genüge  für  die  Güte  des  Buches, 
das  auch  wegen  der  Reichhaltigkeit  des  Stoffes  und  der  leicht  faßlichen  Darstellung  Lehrenden 
und  Lernenden  aufs  wärmste  empfohlen  werden  kann."    (Archiv  der  Mathematik  u.  Physik.) 

Höhere  Mathenniatik  ftlr  Ingenieure.  Von  Prof.  Dr./.  Perry.  Autor.dtsch. 
Bearb.v.  Geh.  Hofrat  Dr.  R.Fricke,  Prof.  a.  d. Tech.Hochschule  in  Braunschvveig, 
und  F.  Süchting,  Prof.  an  d.  Bergakademie  in  Clausthal.  3.  Aufl.  Mit  106  in  d. 
Text  gedr.  Fig.    [XVI  u.  450  S.]    gr.  8.    1919.    Geh.  M.  20.—,  geb.  M.  22.— 

„Hier  ist  ein  Lehrmittel  entstanden,  das  bei  der  Reichhaltigkeit  der  in  die  mathematischen 
Aufgaben  hineingearbeiteten  Sammlung  von  Anwendungsbeispielen  weit  mehr  bietet  als  ein 
gewöhnliches  Lehrbuch  der  Integral-  und  Differentialrechnung."   (Zentralbl.d.  Bauverwaltg.) 

Handbuch  der  angewandten  Mathematik.  Herausgegeben  von  Dr. 
H.  E.  Tbnerding,   Prof.  an  der  Techn.  Hochschule  Braunschweig,     gr.  8. 

I.  Bd.:  Praktische  Analysis.  Von  H.  von  Sunden.  Mit  30  Fig.  [XIX  u.  285  S.] 
1916.     Geh.  M.  3.60,  geb.  M.  4.20.     II.  Bd.:  Darstellende  Geometrie.    Von 

J.Hjelmslev.  Mit 305  Fig.  [IX  u.  320  S.]  1914.  Geh.M.  5.40,  geb.  M.6.— 
Iir.  Bd.:  Grundzüge  der  Geodäsie  und  Astronomie.  Von  M.  Näbduer. 
Mit  277  Fig.     [XVI  u.  420  S.]     191 5.    Geh.  M.  9.—.  geb.  M.  9.60. 

Analytische  Geometrie.  Von  Geh.  Hofrat  Dr.  R.Fricke,  Prof.  a.  d. Techn. 
Hochsch.  Braunschweig.  Mit  96 Flg.  [VIU.135S.]  8.  1915.  (TLi)  Geb.M.2.80 

Die  gebotene  Darstellung  der  „Analytischen  Geometrie"  ist  zwar  aus  Vorlesungen,  die  an 
einer  Technischen  Hochschule  gehalten  sind,  hervorgegangen,  doch  dürfte  das  Büchlein  auch 
neben  Vorlesungen  an  anderen  Universitätsanstalten  sowie  zum  Selbstunterricht  brauchbar  sein. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  für  Technische  Hochschulen. 
Von  Hofrat  Dr.  E.  Müller,  Prof.  a.  d.  Techn.  Hochschule  Wien.  I.  Bd.  2.  Aufl. 
Mit289Fig.  u.  3Taf.  [XIVu.  370S.]  gr.  8.  1918.  Geh.  M.  21.— ,  geb.  M.  24.— 

II.  Bd.  Mit  328  Fig.  [XU.361S.I  1919.  Geh.M.  21.— ,  geb.  M.  24.—  II.  Band 
auch  in  2  Heften  erhäWich:  i.Heft.  2.Aufl.  Mit  140  Fig.  [VII  u.  129  S.]  1919. 
Geh.  M.  7.40.  2.  Heft.  2.  Aufl.  Mit  188  Fig.  [VII  u.  233  S.]  1920.  Geh.  M.  14.— 

„  .  .  .  Das  meisterlich  geschriebene  Werk  ist  als  eins  unserer  besten  Lehrbücher  zu 
bezeichnen  und  den  Studierenden  der  technischen  Hochschulen  aufs  angelegentlichste  zu 
empfehlen."  (Archiv  der  Mathematik  und  Physik.) 

Auf  sämtl.PreiseTeueraogszuscbl.d.Verlags  (ab  April  1920  100%,  Abänder.vorbeh.)  u.  d.  Buchh. 
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Sammlung 
mathematisch-physikalischer  Lehrbücher 

Herausgegeben  von  Geh.  Bergrat  Prof.  Dr.  E.  Jahnke 

Konforme  Abbildung.  Von  Dr.  Leo  Lcwcnt,  weil.  Oberlehrer  in  Berlin.  Hrsg.  von  Geh.  Berji- 
ral  Prof.  Dr.  Eugen  Jahnke.  Mit  Beitrag  von  Dr.  Wilh.  Blase hke,  Prof.  an  der  Univ. 
Köni-sbcrg.    Mit  40  Abb.    (VI  u.  118  S.)    1912.    Geh.  M.  3.20 (Bd.  XIV.) 

Die  Theorie  der  Bcsselschen  Funktionen.  Von  Dr.  P.  Schafheitlin,  Prof.  am  Sophien- Real- 
gymnasium zu  Berlin.    Mit  1  Figurenlafel.    |V  u.  129  S.)    1908.    Geb.  M.  3.20    .   .  (Bd.  IV.) 

Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Von  weil.  Geh.  Hofrat  Prof.  Dr.  Martin  Krause  unter 
Mitwirkung  von  Dr.  Emil  Naetsch,  Prof.  an  der  Technischen  Hochschule  Dresden.  Mit 
25  Figuren.    (Vll  u.  186  S.|     1912.    Geb.  M.  4.- (Bd.  XIII.) 

Die  Determinanten.  Von  Geh.  Hofrat  Lr.  E.  Netto,  weil.  Professor  an  der  Universität  Gießen 
IVl  u.  130  S.|     1910.    Geb.  M.  3.60 (Bd.  IX.) 

Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.  Von  Geh.  Bergrat  Dr.  E.Jahn  ke,  Prof.  an  der 
Technischen  Hochschule  zu  Berlin,  und  F.  Emde,  Prof.  an  der  Technischen  Hochschule 
rn  Stuttgart   .Mit  zahlreichen  Figuren.   2.  AufL    |In  Vorb.  1920.1 

Graphische  Methoden.  Von  Geh.  Reg.-Rat  Dr.  C.Runge,  Prof.  an  der  Universität  Göttingen 
2.  Aufl.    Mit  94  Fig.  im  Text.    |1V  u.  130  S.)    1919.    Karl.  M.  5.50 (Bd.  XVIII.) 

Leitfaden  zum  graphischen  Rechnen.  Von  Dr.  R.  Mehmke,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  in  Stuttgart.    (VIII  u.  152  S.|    Kart.  M.  8.60 (Bd.  XIX.) 

Theorie  der  KrÄfteplfine.  Von  Dr.  H.  E.  Timerding,  Prof.  an  der  Techn.  Hochschule  Braun- 
schweig.   Mit  46  Figuren.     (VI  u.  99  S.)     1910.    Geb.  M.  3.- (Bd.  Vll.) 

Die  Vektoranafysis  und  Ihre  Anwendung  in  der  theoretischen  Physik.  Von  Dr.  W.  v.  Igna- 
lowsky.  In  2  Teilen:  I.  Die  Vektoranalysis.  Mit  27  Figuren.  2.  Aufl.  [In  Vorb.  1920.1 
II.  Anwendung  der  Vektoranalysis  in  der  theoretischen  Physik.  Mit  14  Figuren.  |IV  u. 
123  S.l     1910.    Geb.M.3.- '.      (Bd. VI.) 

Einfflhrung  in  die  Theorie  des  Magnetismus.  Von  Dr.  R.  Gans,  Dir.  d.  phys.  Instituts  d.  Univ. 
La  Plata.    Mit  40  Figuren.    (Viu.  llOS.j     1908.    Geb.  M.  2.80 (Bd.  I.) 

Einfahrung  in  die  Mazweltsche  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus.  Von  Dr. 
CLSchaefer,  Prof.  an  der  Universität  Breslau.  Mit  Bildnis  J.C.Maxwclls  und  32  Figuren. 
2.  Aullage  unter  der  Presse (Bd.  III.) 

Gnindzfige  der  mathematisch  •physikalischen  Akustik.  Von  Dr.  A.  Kalähne,  Professor  an 
der  Technischen  Hochschule  Danzig.  2  Teile,  l.:  jVII  u.  144  S.l  1910.  Geb.  M.  3.60.  - 
IL  Teil:  Mit  57  Fig.  im  Text.    |X  u.  225  S.l     1913.    Geb.  M.  6— (Bd.  XL) 

Einfflhrung  in  die  kinetische  Theorie  der  Gase.  Vcn  Dr.  A.Byk,  Professor  an  der  Universität 
und  der  Techn.  Hochschule  Berlin.  2  Teile.  L:  Die  idealen  Gase.  Mit  14  Figuren. 
(V  u.  102  S.l    1910.    Geb.  M.  3.20.  -  IL  in  Vorbereitung (Bd.  X.) 

Dispersion  und  Absorption  des  Lichts  in  ruhenden  isotropen  Körpern.  Theorie  und  ihre  Folge- 
rungen. Von  Dr.  D.  A.  Goldhammer,  Professor  an  der  Universität  Kasan.  Mit  28  Fi- 
guren.   [VI  u.  144  S.l     1912.    Geb.  M.  4.— (Bd.  XVI.) 

Die  Theorie  der  Wechselströme.  Von  Geh.  Reg.-Rat  Dr.  E.  Orlich,  Mitglied  der  Phys-Techn. 
Reichsanstau  Charlottenburg.    Mit  37  Fig.     |IV  u.  94  S.l    1912.    Geb.  M.  2.80  .   .  (Bd.  XII.) 

Elektromagnetische  Ausgleichsvorgfinge  in  Freileitungen  und  Kabeln.  Von  Professor  Dr.  K.  W. 
Wagner,  Mitglied  der  Phys.-iechn.  Reichsanstah  Charlottenburg.  Mit  23  Figuren.  jIV  u. 
109  S.j     1908.    Geb.  M.  2.80 (Bd.  IL) 

Elemente  der  technischen  Hydromechanik.  Von  Dr.  R.  v.  M  i  s  e  s ,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  in  Dresden.  2  Teile.  L:  Mü  72  Fig.  (VIIl  u.  212  S.l  1914.  Geb.  M.  6.— . 
IL  in  Vorbereitung (Bd.  XVII. 

Die  mathematischen  Instrumente.  Von  Geh.  Reg.-Rat  Professor  Dr.  A.  Galle  in  Potsdam. 
Mit  86  Abbildungen.    (VI  u.  187  S.l     1912.    Geb.  M.  4.80 (Bd.  XV.) 

Mathematische  Theorie  der  astronomischen  Finsternisse.  Von  Professor  Dr.  P.  Schwahn. 
weil.  Direktor  der  Gesellschaft  und  Sternwarte  ,, Urania"  in  Berlin.  Mit  20  Fig.  jVI  u.  128  S.j 
1910.    Geb.  M.  3.60 (Bd.  VIII.) 

Weitere  Bände  in  Vorbereitung. 

Auf  sämtliche  Preise  Teuerungszuschlag :  ab  April  1920  100%,  Abänderung  vorbehalten  und 

der  Buchhandlung. 

Verlag  von  B.  G.Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 


TEUBNERS 
TECHNISCHE  LEITFÄDEN 

Die  Leitfäden  wollen  zunächst  dein  Studierenden,  dann  aber  auch  dem  Prak- 
tiker in  knapper,  wlssenschaftlidi  einwandfreier  und  zugleidi  übersichtlicher  Form 
das  Wesentliche  des  Tatsachenmaterials  an  die  Hand  geben,  das  die  Grundlage 
seiner  theoretischen  Ausbildung  und  praktischen  Tätigkeit  bildet.  Sie  wollen  ihm 
diese  erleichtern  und  ihm  die  Anschaffung  und  Durcharbeitung  umfanglidier  und 
kostspieliger  Handbticher  ersparen.  Auf  klare  Gliederung  des  Stoffes  auch  in  der 
äußeren  Form  der  Anordnung  wie  auf  seine  Veransdiaulichung  durch  einwandfrei 
ausgeführte  Zeichnungen  wird  besonderer  Wert  gelegt.  —  Die  einzelnen  Bände, 
für  die  vom  Verlag  die  ersten  Vertreter  der  verschiedenen  Fadjgebiete  gewonnen 
werden  konnten,  erscheinen  in  rascher  Folge  Im  Umfang  von  je  8—10  Bogen  gr.  8. 

Bisher  sind  erschienen  bzw.  unter  der  Presse: 
Analytische  Geometrie.    Von  Geh.  Hofrat  Dr.  K.  Fricke,   Professor  an  der 

Techn.  Hochschule  zu  Braunsdiweig.  Mit  96  Fig.  (Vi  u.  135S.J  1915.  (Bd.  1.)  M.2.80. 
Elemente  der  darstellenden  Geometrie.    V.  Dr.  M.  Großmann,  Prof.  an 

derEldgen.Techn.HodischulezuZüridi.  Mitl34l-Mß.  [IVu.84S.|  1917.  {Bd.2.)  M.2 - 
Darstellende  Geometrie.    Von  Dr.  M.  Großmann,  Professor  an  der  Cidgen. 

Technischen  Hochschule  zu  Zürich.   Mit  109  Flg.   (VI  u.  138  S.J  1915.  (Bd.  3.)  M.4.- 
Differential-  und  Integralrechnung.  V.  Dr.  L.  Bieberbach,o.ö.  Prof.  a.  d. 

Univ. Frankfurt  a.M.  I.  Differentialrechnung.  Mit32Fig  (VJ  U.130S.1 1917.  (Bd.4)  Steif 

geh. M.2.80.  II.Integralrechnung.MIt25 Fig.  (VIu.l42S.]1918.(Bd.5.)Steifgeh.M. 3. 4ü. 
Grundriß  derHydrauUk.  Von  Hof  rat  Dr.  Ph.  Forchheimer,  Prof.  a.  d.  Techn. 

Hochschule  in  Wien.  Mit  114.  Fig.  i.  Text.  [V  u.  118  S.]   1920.  (Bd.  8.)  Kart.  M.  7.20 
Feldbuch   für    geodätische  Praktika.    Nebst  Zusammenstellung  der  wid»- 

tigsten  Methoden  und  Regeln  sowie  ausgeführten  Musterbeispielen.  Von  Dr.-Ing. 

O.  Israel,     Prof.  a.  d.  Tedin,  Hochschule  in  Dresden.    Mit  46   Fig.  im  Text. 

(iVu.  160S.1    1920.    (Bd.  11.)    Kart.  M.  8  — 
Erdbau,  Stollen-  und  Tunnelbau.  Von  Dipl.-Ing.  A.  Birk,  Prof.  a.  d.  Techn 

Hochschule  zu  Prag.    Mit  110  Abb.    (V  u.  117  S.)    1920.   (Bd.  7.)    Kart.  M.  3.80. 
Landstraßenbau  einschl. Trassieren.  V.OberbauratW.  Eutin  g, Stuttgart.  Mit 

54  Abb.  i.  Text  u.  a.  2  Taf.  |IV  u.  ICO  S.]   1920.  (Bd.9.)  Kart.  M.  5  60 
Hochbau  in  Stein.    Von  Geh.  Baurat  H.  Wal be,  Prof.  a.  d.  Techn.  Hodisdiule 

zu  Darmstadt.   Mit  302  Fig.  im  Text.    [VI  u.  110  S.)    1920.  (Bd.  10.)    Kart.  M.  6.40. 
Bauleitung,    Baupolizei,    Heimatschutz,    Denkmalspflege,    Gesetz- 
gebung, Kostenanschläge.  Von  Stadtbaurat  Fr.  S  c  h  u  1 1  z ,  Bielefeld.  (Bd  12.) 
Mechanische  Technologie.  Von  Dr.  R.  Es  eher,  Prof.  an  der  Eidgen.  Techn. 

Hochschule  zu  Zürich.    Mit  zahlr.  Fig.   2.  Aufl.  (Bd.  6.)   [U.  d.  Pr.  1920.] 

In  Vorbereitung  sind  auf  dem  Gebiete 

DER  MATHEMATIK  UND  DES  MASCHINENBAUES: 

Höhere  Mathematik.  2Bdc.  Von  Dr.  R.  Rothe,  Prof.  an  der  Technischen  Hodi- 
schulc  Berlin. 

Versicherungs  mathematik.  Von  Reg.-Rat  Dr.  P.  E.  Böhmer,  Prof.  an  der 
Technischen  Hochschule  Dresden. 

Praktische  Geometrie.  Von  Dir.-Ing.  Heinrich  Ho  henner,  Prof.  an  der 
Technischen  Hochschule  Darmstadt. 

Maschinenelemente.  2  Bde.  Von  Karl  Kutzbach.  Prof.  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  Dresden. 

Thermodynamik.  2  Bde.  Von  Geh.  Hofrat  Dr.  Richard  Mollier,  Prof.  an  der 
Technischen  Hochschule  Dresden. 

Kolbenkraftmaschinen.  Von  Dlr.-lng.  Adolf  Nägel, Prof.au  der  Technischen 
Hochschule  Dresden. 

Dampfturbinen  und  Turbokompressen.  Von  Dir.-Ing.  H.  Baer,  Prof.  an 
der  Technisdien  Hochschule  Breslau, 

Wasserkraftmaschinen  und  Kreiselpu  nipon.  Von  Oberingenieur  Dr.-Ing. 
Franz  Lawaczeck,  Halle. 

Grundlagen  der  Elektrotechnik.  2  Bde.  Von  Dr.  E.  Orlich.  Prof.  an  der 
Technisdien  Hochschule  Berlin. 

Elektrische  Maschinen.  4  Bde.  Von  Dir.-Ing.  M.  Kloß.  Professor  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  Berlin. 

Baustoffe  des  Maschinenbaues.  Von  Dr.  W.  Seh  winning,  Prof.  an  der 
Technischen  Hochschule  Dresden. 

Auf  sämtL  Preise  Teuerungszuschläge  des  Verlags  (ab  April  1920  100  ,,.  Abänderung 
vorbehalten)  und  der  Buchhandlungen 

Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und   Berlin 
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